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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Problemstellung

In vielen Anwendungsbereichen, wie in der Physik oder dem Maschinenbau ist
es hilfreich, wenn man das Verhalten von Fliissigkeiten oder Gasen numerisch
simulieren kann, statt dieses experimentell herauszufinden. Oft wére es auch
zu teuer und teilweise auch unméglich physikalische Tests durchzufithren. Man
denke beispielsweise an einen Windkanal fiir Flugzeuge, um deren Flugverhal-

ten zu {iberpriifen.

Vorliegend wird allein das Stromungsverhalten von inkompressiblen Fuiden in
einem endlichen zweidimensionalen Gebiet betrachtet bzw. simuliert. Diese Pro-
blemstellung wird durch die Navier-Stokes Gleichungen als mathematisches Mo-

dell formuliert.

In dieser Diplomarbeit wird die Finite-Element-Methode auf ein Stréomungs-
problem angewendet. Dabei wird ein Raum neuartiger Ansatzfunktionen un-
tersucht. Dieser Raum wird speziell im Hinblick auf die physikalischen Erhal-
tungssétze konzipiert, um deren Erfiillung bei der Losung der Gleichungen zu
gewdhrleisten. Unter diesen Vorgaben werden die numerischen Gleichungen auf-

gestellt und gelost. Die gewonnenen Ergebnisse werden abschliefend diskutiert.
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1.2 Aufbau der Arbeit

Zu Beginn der Arbeit wird die Aufgabenstellung im Rahmen der Stromungsme-
chanik prézisiert (zweites Kapitel). Dazu gehéren neben den Stromungseigen-
schaften auch die Randbedingungen, die fiir die Simulation unablésslich sind.
Des Weiteren werden die in dieser Arbeit verwendeten Szenarien mit ihren

Stromungsverhalten dargestellt.

Im anschlielenden, dritten Kapitel werden die Erhaltungsséitze, die bei der
Strémungssimulation der hier gegebenen inkompressiblen Fluiden erreicht wer-
den sollen, diskutiert. Dazu gehtren die Massen-, Impuls- und die Energieer-

haltung.

Die unserer Simulation zu Grunde liegenden Differentialgleichungen, Navier-
Stokes Gleichungen genannt, werden in unterschiedlichen Darstellungsformen

im vierten Kapitel erlautert.

Es folgen die notwendigen Grundlagen fiir den Losungsalgorithmus (fiinftes Ka-
pitel). Hier sind die Druck-Poissongleichung mit ihren Randbedingungen sowie
die in der numerischen Berechnung Anwendung findenden Ansatzfunktionen
der Finite-Element-Methode und die dazugehorige Aufstellung der Terme der

diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen von besonderer Bedeutung.

Es schlieBt sich die experimentelle Uberpriifung der theoretischen Ergebnisse
an (sechstes Kapitel). Die hierzu vorgenommenen Tests erstrecken sich auf die
Eigenschaften und Richtigkeit der Matrizen der diskreten Navier-Stokes Glei-
chungen. Weiter werden die Testszenarien mit den unterschiedlichen Ansatz-
funktionen im Blick auf die Erfiillung der Erhaltungsséitze getestet und ver-
glichen. Auf die Berechnungsformel fiir die Energieerhaltung wird dabei ndher

eingegangen.

Das siebte Kapitel fasst als Ergebnis zusammen, dass die miteinander vergliche-
nen Ansatzfunktionen der Finite-Element-Methode die in unseren, sich im Stati-

ondren befindenden, Testbeispiele zu Grunde gelegten Erhaltungssétze erfiillen.
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Kapitel 2
Abgrenzung der Aufgabe

Strémungen mit numerischen Verfahren zu simulieren, ist in der Regel kompli-
ziert und noch immer ein wichtiges Thema der Strémungslehre. In dieser Arbeit
sollen zwei Ansétze der Finite-Element-Methode fiir die numerische Simulation
von inkompressiblen Fluiden verglichen werden. Dazu wird die Strémung eines

solchen Fluids in einfachen Szenarien betrachtet.

2.1 Stromungseigenschaften

Fluide sind Gase oder Fliissigkeiten. Reale Fluide bewegen sich viskos, was be-
deutet, dass innere Reibungskrifte auftreten. Denn schieben sich die Schichten
des Fluids aneinander vorbei, entstehen intermolekulare Krifte. Die Viskositét
kann sehr unterschiedlich sein: Honig ist beispielsweise sehr zahfliissig, d.h. die
einzelnen Honigpartikel sind sehr stark aneinander gebunden und werden somit
durch die inneren Reibungskrifte stark gebremst. Diese Eigenschaft des Honigs
lasst sich als grofie Viskositét beschreiben. Wasser hingegen, einmal in Bewe-
gung gebracht, hat eine geringere innere Reibung und kann deshalb den Fluss
viel ldnger beibehalten. Die dazugehorige Viskositét ist somit ziemlich klein.
Vernachléssigt man die Viskositét, also die innere Reibung, spricht man von

einem ¢dealen Fluid.
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Vielfach werden unterschiedliche Fluidmodelle eingesetzt:

o Inkompressible Fluide haben eine unverdnderliche Dichte. Normalerweise
héngt die Dichte von den thermodynamischen Variablen ab, aber in vielen
Féllen ist diese Abhéngigkeit vernachléssigbar gering. Wasser etwa édndert
seine Dichte unter Druck nur wenig. Inkompressibilitéit vereinfacht die

Gleichungen betrichtlich.

e Ein Fluid ist ein Newtonsches Fluid, wenn die auftretende Spannung
proportional zur Verzerrung der Fliissigkeitselemente ist. Der Proportio-
nalitétsfaktor entspricht der Viskositdt des Fluids. Die Viskositéit hingt
dann nur von den thermodynamischen Variablen ab, nicht aber von der
Bewegung des Fluids ([Schlichting 06, Zienkiewicz 05]).

Weiterhin kann die Flussweise viskoser Fluide unterschieden werden. Zum einen
gibt es die laminare Strémung, bei der das Fluid sanft und geordnet fliefit, zum
anderen die turbulente Stromung, bei der es schwieriger ist, Vorhersagen zu

treffen.

Ein nichtviskoses, inkompressibles Fluid wére mathematisch am einfachsten
zu behandeln. Physikalisch gesehen bedeutet das, dass das Fluid einer Form-
verdnderung keinen inneren Widerstand leistet. Die Gleichungen dazu sind als
die Euler-Gleichungen bekannt ([Batchelor 00, Schlichting 06]).

In dieser Arbeit wird allerdings ausschliellich mit viskosen Fluiden gearbeitet,
so dass die Euler-Gleichungen hier nicht relevant sind. In den Strémungssimula-

tionen wird immer von einem inkompressiblen Newtonschen Fluid ausgegangen.

2.2 Randbedingungen

Wir gehen von der Fulerschen Sichtweise aus ([Panton 05]), welche das Fluid in
ortsfesten Koordinaten beschreibt. Das bedeutet, dass wir ein fest vorgeschrie-
benes nicht veréinderbares Gebiet €2 vorliegen haben, in dem der Fluss des Fluids
stattfindet. Dieses Gebiet ist durch Wéande und eventuell auch durch Ein- und
Ausstromungsoffnungen begrenzt. Der Rand von Q wird mit 002 oder gleicher
Weise mit I bezeichnet. Befindet man sich, wie in unserem Fall, im Zweidi-

mensionalen, wird das Geschwindigkeitsfeld des Fluids als u(z1, z2,t) notiert,
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welches die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von den Dimensionsrichtungen
eines zweidimensionalen Szenarios z1, o und der Zeit ¢ zeigt. Im Folgenden

wird diese Grofle als u geschrieben.

Die einzelnen Randbereiche legen Bedingungen fiir die Geschwindigkeit des
Fluids fest. Diese Randbedingungen miissen der Inkompressibilitat des Fluids

geniigen'. Ansonsten handelt es sich um ein unphysikalisch gestelltes Problem.

e Der No-Slip-Fall: In diesem Fall wird angenommen, dass das Fluid an den
festen, undurchléssigen Wénden haftet und sich somit in deren Néhe im
Ruhestand befindet. Fiir die mathematische Darstellung mochte ich den
Geschwindigkeitsvektor u in u,, der Geschwindigkeitskomponente senk-
recht zum Rand (Normalenrichtung), und in u, ,,, der Geschwindigkeits-
komponente parallel zum Rand (Tangentialrichtung), unterteilen. Nun
werden ausschliellich die Gitterpunkte am Rand betrachtet. So gilt fiir
den No-Slip-Fall:

Un (21,22, t)[r =0 und  wuin(z1,22,t)[r =0

Dies entspricht - mathematisch gesehen - einem homogenen Dirichletrand.

Kurz geschrieben sieht diese Bedingung wie folgt aus:
ur=0 (2.1)

Im Allgemeinen gibt es auch den inhomogenen Dirichletrand, wozu die
Einstrombedingungen zdhlen. Dabei ist dann auf der rechten Seite der
Gleichung ein Term w ungleich Null gegeben. Fiir die vorliegende Arbeit
wird ein Dirichletrand, unabhéngig davon ob homogen oder inhomogen,

mit I'p gekennzeichnet.

e Die Ausstrombedingung legt fest, dass sich die einzelnen Geschwindigkeits-
komponenten in der Richtung senkrecht zum Rand nicht &ndern. Dies
wird mathematisch durch die Ableitung der Komponenten in Normalen-
richtung dargestellt und nennt sich Neumann-Randbedingung;:

Oup(x1,z2,1) Ouyp(x1,22,1)

on on =0

Ir=0 und

'Ein Beispiel dafiir sind die Anfangsbedingungen, die divergenzfrei sein miissen.
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bzw.
ou
Ty = 2.2
5,0 =10 (2.2)

Dabei kennzeichnet n die Normale. Natiirlich entsprechen die Gleichungen
wieder dem homogenen Fall. Man kann durch Austauschen der Null auf
der rechten Seite mit einem anderen Term das Ganze zu einem inhomoge-
nen System umformen. Rénder, die eine der Neumann-Randbedingungen

erfiillen sollen, werden mit 'y notiert.

Fiir einen spéteren Teil in dieser Arbeit sei noch eine weitere Darstellung
dieser Randbedingungen gezeigt. Hierbei wird das Ganze als Kraftbedin-
gungen am Rand betrachtet und sieht im Allgemeinen wie folgt aus:
i (Vu + (Vu)T) ‘n—pn = F. (2.3)
Dabei steht u fiir die dynamische Viskositédt des Fluids, n fiir den Nor-
malenvektor und F fiir die tatséchliche physikalische Kraft am Rand. Da
diese Kraft meist nicht bekannt ist, wird die Bedingung vereinfacht, in-
dem der Term (Vu)T vernachléssigt wird und somit eine Pseudokraft f
berechnet wird:
pVu-n—pn = f. (2.4)
Aufgeteilt in ihren Normalen- und Tangentialanteil, f, und f,,, sieht
diese wie folgt aus:
ouy,
Zon = 2.5
8“1_11
Fon

Es sei noch erwéhnt, dass es des Weiteren noch periodische Randbedingungen
und Free-Slip-Randbedingungen gibt, auf die wir jedoch nicht niher eingehen
wollen ([Griebel 95]).

2.3 Testszenarien

Die Differentialgleichungen der Stromungsmechanik sollen mit der Methode der

Finiten Elemente gelost werden. Bei der Anwendung dieser Methode geht es vor
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allem um die Zielvorgabe, dass die physikalischen Erhaltungssédtze von vorne
herein erfiillt sein sollen. Um dies zu iiberpriifen, empfiehlt es sich, vorerst
moglichst einfache Testszenarien anzuwenden. Wird mit diesen Szenarien das
gewiinschte Ziel erreicht, kann man auf kompliziertere Fille iibergehen. Die
vorliegende Arbeit geht von zwei einfachen Szenarien aus, der Nischenstromung
(Driven Cavity) und dem freien Kanal (Free Channel). Abschlieend wird noch
beim Kanal mit Zylinder (channel with cylinder) untersucht, ob auch hier die

physikalischen Erhaltungssétze erfiillt sind.

2.3.1 Nischenstrémung

Y

/

I'p

Abbildung 2.1: Darstellung der Geometrie einer zweidimensionalen Nischenstrémung

Bei dem Nischenstrémungsszenario handelt es sich um eine, meist quadrati-
sche Fliche? mit festen Winden an drei Kanten, gefiillt mit einem Fluid und
einer beweglichen Wand als vierte Kante. Diese Wand bewegt sich kontinuier-
lich iiber die Konstruktion hinweg und setzt somit die Fliissigkeit in Bewegung.
Es gibt deshalb weder eine Ein- noch eine Ausstromung. Es gilt iiberall der No-
Slip-Fall, also die Dirichlet-Randbedingungen. In Abbildung 2.1 ist eine Skizze
dieses Sachverhaltes dargestellt. Bei der sich bewegenden Wand liegen inho-

mogene Dirichlet-Randbedingungen zu Grunde. Diese werden in den meisten

2Im Dreidimensionalen ist es ein hohler Wiirfel.
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Tests mit einer konstanten Geschwindigkeit belegt. Alternativ kann u von au-
Ben nach innen an der sich bewegenden Wand gréfer werden. Am AuBeren der
Wand herrscht die Geschwindigkeit Null. Es folgt die halbe Maximalgeschwin-
digkeit und der Rest ist wieder mit der Maximalgeschwindigkeit belegt.

In den Abbildungen 2.3, 2.4 und 2.5 sind vier Rechnungen der Nischenstromung
zu sehen. Sie befinden sich alle im stationédren Zustand, d.h. es tritt keine sicht-
bare Anderung bei der Geschwindigkeit und dem Druck auf. Der in den Ab-
bildungen angegebene Parameter Re ist die sogenannte Reynolds-Zahl. Diese
charakterisiert in der Simulation das Fluid, bestimmt somit dessen Viskositéit.

Je kleiner Re, desto zéhfliissiger ist das Fluid und umgekehrt.

In Abbildung 2.3 sieht man Stromungssimulationen fiir ein Nischenstromungs-
szenario mit konstanter Einstromgeschwindigkeit mit Fluiden unterschiedlicher
Viskositét. Der farbige Hintergrund gibt die Druckwerte an, wihrend die wei-

Ben Stromungslinien den Flussverlauf des Fluids anzeigen.

Die Abbildung 2.4 ist mit einem anderen Programm simuliert und somit auch
etwas anders dargestellt. Es handelt sich wiederrum um ein Nischenstrémungs-
szenario, allerdings mit einer nicht-konstanten Einstromungsgeschwindigkeit.
Das linke Bild zeigt die Druckwerte an, wihrend die Pfeile im rechten Bild das

Stromungsfeld des entsprechenden Szenarios angeben.

Abbildung 2.5 zeigt schliellich weitere Werte fiir ein Nischenstromungsszenario
mit nicht-konstanter Einstromgeschwindigkeit. Die Graphiken sind wie die in
Abbildung 2.4 zu interpretieren. Allerdings handelt es sich hier um ein Fluid

mit wesentlich niedrigerer Viskositét.

In den Bildern mit den sehr zdhfliissigen Fluiden (Re = 1) ist zu erken-
nen, dass eine Symmetrie zur Normalenrichtung bei den weifl gekennzeichneten
Stromungslinien bzw. dem durch Pfeilen dargestellten Stromungsfeld auftritt.
Bis auf die Werte an den oberen beiden Ecken ist der Druck iiberall sehr &hn-
lich. Wenn man die Werte in diesen speziellen Ecken betrachtet, erkennt man,
dass der eine Druck genau das Gegenstiick zu dem anderen Druck darstellt. Da
es sich um ein sehr zéhfliissiges Fluid handelt, ist es auch verstdndlich, dass im

unteren Bereich des Quadrates weniger Aktivitat herrscht.

10
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Abbildung 2.2: Nischenstrémungsmodelle mit konstanter Anfangsgeschwindigkeit fiir
unterschiedliche Fluide (Re = 1 und Re = 1000).
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Abbildung 2.3: Nischenstrémungsmodelle mit konstanter Anfangsgeschwindigkeit fiir
unterschiedliche Fluide (Re = 1 und Re = 1000).

Bei den Bildern fiir Fliissigkeiten mit der Reynoldszahl 1000 verschiebt sich die
Rotation mehr in die Mitte des Modells. Dabei ist die Symmetrie von vorher
nicht mehr zu erkennen. Im oberen Bereich ziehen sich die Stromungslinien mehr

nach rechts und in den unteren Ecken bilden sich eigene rotierende Stréomungen.

Vergleicht man die Ergebnisse, die man mit den unterschiedlichen Anfangsge-
schwindigkeiten erhilt, stellt man so gut wie keinen Unterschied fest. Dieser
ist wohl nur zu erkennen, wenn man sich noch nicht im stationédren Zustand

befindet. Bei der Nischenstromung kann es stationéir zu einem oder mehreren

11
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Wirbeln kommen.

il

Abbildung 2.4: Nischenstrémungsmodelle mit nicht konstanter Anfangsgeschwindig-
keit fiir ein Fluid mit Re =1

1
1
09
08
07
06
0.4
05
03
04
03
02
01
o o
o 1

Abbildung 2.5: Nischenstrémungsmodelle mit nicht konstanter Anfangsgeschwindig-
keit fiir ein Fluid mit Re = 1000.

2.3.2 Freier Kanal

Fin weiteres Szenario dieser Diplomarbeit ist der freie Kanal. Dieser kann qua-
dratisch, aber auch rechteckig sein. Es gibt an zwei gegeniiberliegenden Sei-
ten undurchlissige Winde, welche die homogenen Dirichlet-Randbedingungen
erfiillen. Links kann das Fluid einflieen. Deshalb liegen auf dieser Seite Ein-
strombedingungen zu Grunde, welche mit den inhomogenen Dirichlet-Randbe-
dingungen modelliert werden. Auf der rechten Seite stromt das Fluid wieder aus
und beruht dort somit auf den Neumann-Randbedingungen, wie in Abbildung

2.6 zu sehen ist.

12
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I'p

Einstromung Ausstromung

>
-
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Abbildung 2.6: Darstellung der Geometrie eines zweidimensionalen freien Kanals

Aufgrund der Viskositéit des Fluids wird in der Simulation eine parabolische
Rohrstromung nach Hagen-Poiseuille erwartet [Batchelor 00, Laschka 01]. Wei-
terhin ist aus experimentellen Untersuchungen in der Fluidmechanik bekannt,
dass der Druck bei einer laminaren inkompressiblen Stromung im Kanal li-
near mit der Lauflinge abfillt, die Geschwindigkeit hingegen erhalten bleibt
[Laschka 01].

Verteilt man die Einstromgeschwindigkeit im freien Kanal konstant, wie bei der
Nischenstromung geschehen, entstehen am Einlass Durcksingularitéiten, die mit
der erwarteten analytischen Lésung nicht {ibereinstimmen. Deshalb betrachten
wir ausschliefllich Kanile mit einer parabelférmigen Einflussgeschwindigkeit,
die den linearen Druckabfall in der Simulation erreichen. In den Abbildungen
2.7 und 2.8 sind freie Kanal Szenarien mit unterschiedlichen Fluiden dargestellt.
Die farbige Unterlegung stellt die Druckwerte dar und die farbigen Pfeile das
Geschwindigkeitsfeld. In beiden Abbildungen verhalten sich die Geschwindig-
keit und der Druck wie in der vorher beschriebenen analytischen Losung. Der
Druck féllt und die Geschwindigkeit bleibt gleich, was auch den gewiinschten

parabolischen Ausfluss zur Folge hat.

13
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Quelle: [Neckel 08]

Abbildung 2.7: Modell eines freien Kanals fiir ein Fluid mit Re = 1.

[PIEES ]
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Quelle: [Neckel 08]

Abbildung 2.8: Modell eines freien Kanals fiir ein Fluid mit Re = 20.

2.3.3 Kanal mit Zylinder

Ein letztes hier betrachtetes Szenario ist der Kanal mit Zylinder. In Abbildung
2.9 kann man erkennen, dass der einzige Unterschied zum freien Kanal der zwi-
schen den beiden festen Winden zentrierte Zylinder (bzw. die Kreisscheibe) ist.
Die Rand- und Anfangsbedingungen haben sich nicht gedndert. Dieser sich nicht
bewegende Gegenstand nimmt jedoch gewaltigen Einfluss auf das Stromungs-
verhalten. Aus diesem Grund wird der Kanal mit Zylinder oft als Priifstein fiir

die Giite eines Losungsverfahrens verwendet.
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2.3. TESTSZENARIEN

I'p

Einstréomung Ausstromung

I'p I'n

I'p

Abbildung 2.9: Darstellung der Geometrie eines zweidimensionalen Kanals mit Zylin-
der

Die Resultate, die man in einem Kanal mit Zylinder fiir unterschiedliche Fluide
erreicht, kénnen sehr unterschiedlich sein. In den Abbildungen 2.10 und 2.11
sind zwei verschiedene Ergebnisse aufgezeigt. Wie in den bereits vorhergehen-
den Graphiken stellt der farbige Hintergrund die Druckdaten dar und geben die

weiflen bzw. schwarzen Linien den Stromungsverlauf an.

Bis zur Reynolds-Zahl 48 handelt es sich bei dem Simulationsergebnis um eine
stationédre Stromung. Dies besagt, dass das Fluid in einen stationéren Zustand
gelangt. So einen Fall kann man in Abbildung 2.10 betrachten, denn Re = 20.
In der Nachlaufzone des Zylinders entsteht ein Riicklauf der Stréomung. Es pen-
delt sich jedoch schnell wieder so ein, dass der Fluss hinter dem Zylinder einer

stationdren Kanalstromung gleicht.

Zwischen der Reynolds-Zahl 49 und der Reynolds-Zahl 140 bis 190 sollte man
eine laminare Wirbelablosung erkennen. Dieses Stromungsverhalten ist in Ab-
bildung 2.11 zu sehen und wird auch als Karménsche Wirbelstrafle bezeichnet.
Die gegengleichen Wirbel, die hinter dem Zylinder entstehen, schwingen mit
einer bestimmten Frequenz und l6sen sich abwechselnd vom Zylinder ab. Durch
diese Wirbel erhélt man einen instationdren Stromungszustand. Dies bedeutet,
dass der Zustand der Stromung in Abhéngigkeit von der Zeit keinen konstanten

Wert animmt.
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KAPITEL 2. ABGRENZUNG DER AUFGABE

pressure

0.00 0.0325 0.0650 0.0975 0.130

Quelle: [Neckel 08]

Abbildung 2.10: Modell eines Kanals mit Zylinder fiir ein Fluid mit Re = 20.

pressure
-1.20 -0.425 0.350 L2 1.90

Quelle: [Neckel 08]

Abbildung 2.11: Modell eines Kanals mit Zylinder fiir ein Fluid mit Re = 100.
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Kapitel 3
Physikalische Erhaltungssitze

Bei inkompressiblen Fluiden sollen die Masse und der Impuls erhalten bleiben.
Fiir eine gute Simulierung ist es wiinschenswert, diese Erhaltungsséitze auch
in der numerischen Annéherung zu erfiillen. Des Weiteren wollen wir auch die
Energieerhaltung einbeziehen. Dies soll nicht in Form einer Nebenbedingung zu
den Differentialgleichungen behandelt werden, sondern bereits in der Diskre-
tisierungsmethode der Differentialgleichungen. Deshalb werden hier zur Vor-
bereitung alle drei Erhaltungsséitze angegeben. Fiir einzelne physikalische De-
tails, wie z.B. die verschiedenen Energien, wird verwiesen auf [Meschede 2006].
Geht es um mathematische Fragen zu den Erhaltungssidtzen, findet man in
[Gresho 98, Reddy 00] Nachweise.

3.1 Massenerhaltung

Im Folgenden ist p(x,t) die Dichte eines Fluids. Zur einfacheren Schreibweise

verwenden wir hier p. Wenn p konstant ist, wird dies explizit erwahnt.

Massenerhaltung bedeutet nichts anderes, als dass die Masseninderung im Ge-
biet © gleich dem Massenfluss durch die Oberfléiche von 2 ist. Die Komponente
der Stromdichte pu in Richtung des Normalenvektors ergibt den Fluss durch
den Rand. Die Massenerhaltung stellt sich als folgende Gleichung dar:

d

—— | pdV = /pu-ndS. (3.1)
dt Jo o0
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KAPITEL 3. PHYSIKALISCHE ERHALTUNGSSATZE

Durch den Satz von Gaufl verandert sich die Formel zu

_jt/gpdv = /Qdiv(pu)dV. (3:2)

Die Zeitableitung wird noch in das Integral gezogen und beide Terme werden
auf eine Seite der Gleichung gebracht:

9 gy + / div(pu)dV = 0. (3.3)
o Ot Q

Letztere Gleichung 3.3 muss aus physikalischen Griinden auch fiir beliebige
Gebiete €2 gelten. Daraus ergibt sich bei hinreichender Glattheit, dass die Inte-

granden schon punktweise Null ergeben miissen:

%+div(pu) = 0. (3.4)

Man nennt diese Gleichung Kontinuitdtsgleichung. In unserem Fall besitzen
wir, wie bereits erwihnt, ein inkompressibles Fluid mit einer konstanten Dich-
te. Somit kann in dieser Arbeit mit einer einfacheren Form der Gleichung 3.4

gearbeitet werden:
divu = 0. (3.5)

Man beachte, dass die Gleichung 3.5 keinen Materialparameter enthélt.

3.2 Impulserhaltung

Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz gilt, dass die Anderung des Gesamtim-
pulses gleich der Summe der angreifenden Kréfte sein muss. Zu den angreifenden
Kréften zéhlen wir die Volumenkréfte g, zu denen zum Beispiel die Schwerkraft
gehort, und die Oberflichenkréfte. Im Allgemeinen spricht man zwar von der
Kraft, allerdings entsprechen die Werte, mit denen gerechnet wird, Kraftdich-

ten. Die mathematische Darstellung fiir die Impulserhaltung lautet:

d
— [ pudV = F;— / puu - ndS. 3.6
dt Jo ZZ: 20 (36)

Der letzte Term ist der Impulsstrom durch den Rand. ), F; wird dargestellt

als

YF = /png+/ ondS
i Q

o0

= / pgdV + / divodV. (3.7)
Q Q
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3.2. IMPULSERHALTUNG

Bei der Gleichung 3.7 wurden die Oberflichenkrifte durch den Spannungstensor
zweiter Stufe o modelliert. Der Spannungstensor hat in der Fluiddynamik eine
andere Ursache als bei Festkorpern. In einem Fluid treten keine elastischen
Spannungen auf, sondern ein molekularer Impulsaustausch zwischen Schichten,

die sich gegeneinander verschieben.

Ab jetzt betrachten wir nur noch inkompressible Fluide. Wenn man nun 3.7
in die Gleichung 3.6 einsetzt, die Zeitableitung in das Integral zieht, das letzte
Integral nach Gaufl umformt und auf die linke Seite bringt, entsteht folgende

Gleichung;:

/Q (pg? + p(ua- V)u) v = /Q(pg + dive) dV. (3.8)

Die Gleichung 3.8 soll wieder, wie schon bei der Kontinuitétsgleichung, fiir
beliebige Gebietsgrofien erfiillt sein, wodurch wir bei hinreichender Glattheit

ou

Par +p(u-Viu = pg+dive (3.9)

erhalten.

Nachdem in dieser Arbeit ausschliefSlich inkompressible Newtonsche Fluide vor-
ausgesetzt werden, miissen die Spannungskrifte in alle Ortsrichtungen gleich
wirken. Der Spannungstensor ¢ soll proportional vom symmetrisierten Gra-
dienten der Geschwindigkeit abhingen. Durch diese Spezialisierungen gliedert
sich unser Spannungstensor in einen nichtviskosen Druckanteil —pI und einen

dissipativen Anteil 1 (Vu + (Vu)?):
o = —pl+u(Vu+ (Vul). (3.10)

I ist hier der Einheitstensor zweiter Stufe, p ist der Druck des Fluids und p

dessen dynamische Viskositiit.

Setzt man nun 3.10 in Gleichung 3.9 ein ergibt sich

ou

Par +p(u-V)u = pg— Vp+ pAu. (3.11)
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Da in dieser Arbeit die Volumenkrifte g unbeachtet bleiben sollen werden diese
gleich Null gesetzt. Man erhélt des Weiteren durch Umstellen und Teilen durch
p folgende Form der Impulsgleichung®:

ou

1 W _
a—i—(u-V)u—F;Vp— ;Au = 0. (3.12)

3.3 Energieerhaltung

Wie bereits am Anfang des Kapitels erwéhnt, ist die Energieerhaltung ein
wichtiger Bestandteil der Aufgabenstellung. Die Aufgabe ist es, die entwickel-
te Diskretisierungsmethode der verwendeten Differentialgleichungen, welche die
Energieerhaltung mit einbezieht, auf die Erfiillung letzteren Erhaltungssatzes

zu iiberpriifen.

Die Energie F eines Fluids besteht aus kinetischer und innerer Energie. Da
die innere Energie in unseren Differentialgleichungen nicht berticksichtigt wird,
beschrénken wir uns bei der Energieerhaltung auf die kinetische Energie. Die
Zeitableitung der Energie wird mathematisch wie folgt definiert:

d 1d

—F = —-— -udV. 3.13

dt 2dt Jo" Y (3.13)
Wird nun, wie auch schon bei den beiden anderen Erhaltungssitzen, die Zeit-

ableitung in das Integral gezogen, sieht die Gleichung wie folgt aus:

d 1 0 0
~F = Zp—(u- = —u - s 14
o /Q 5P 5 (u-u)dVv /Qp ((% u> udV. (3.14)

Von jetzt an ist unser Fluid wieder ein inkompressibles und Newtonsches Fluid.
Losen wir Gleichung 3.12 nach %u auf und setzen dies in 3.14 ein, so ergibt
sich:

d 1 I

—F = p —(u-V)u—-u-Vp+ =(Au)-u ) -udV. (3.15)

dt 0 p p

Die ersten zwei Integrandenterme aus 3.15 kiirzen sich durch partielle Integra-

tion weg, bis auf iibrig bleibende Randintegrale. Der letzte Integrand kann durch

'Hingewiesen wird darauf, dass in der spiter dargestellten dimensionslosen Form dieser

Gleichung der Viskositatsterm % durch é ersetzt werden wird.

20



3.3. ENERGIEERHALTUNG

die Greensche Formel umgewandelt werden. Somit bleibt unter Vernachléssi-

gung der Randbedingungen folgende Gleichung:

d
—F = —M/ Vu - VudV. (3.16)
dt o

Der Integrand ist von positivem Wert. Betrachtet man die Energieerhaltung

von Anfang an ohne dem konstanten Term g erhalten wir
d 1
L Zu.udv = —“/ Vu-VudV < 0 (3.17)

als Ergebnis.

Der iibrigbleibende Integrand (%(Au) : u) -u aus Gleichung 3.15 enthélt den
sogenannten Diffusionsterm %(Au) -u. Der Verlust an kinetischer Energie wird
durch diesen Term, der Bewegungsenergie in innere Energie umsetzt, beschrie-
ben. Erst die Beriicksichtigung der inneren Energie hitte die gesamte Energie-
erhaltung zur Folge. Dies wird im stationédren Fall ausgeglichen, indem mehr
kinetische Energie durch den Rand einstrémt als durch ihn wegflieft. Die Glei-
chung 3.17 zeigt somit, dass die Energie im Laufe der Zeit nicht grosser werden

kann.

Wiren die durch partielle Integration bei Gleichung 3.15 entstehenden Rand-
integrale gleich dem Energiefluss durch den Rand, wiirde das Ergebnis der Ener-

gieerhaltung entsprechen: —% JoVu-VudV = 0.
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Kapitel 4
Navier-Stokes (leichungen

Die Navier-Stokes Gleichungen sind Differentialgleichungen zur mathematischen
Beschreibung von Fluidstrémungen. Diese Differentialgleichungen sind die ein-

zigen, die in dieser Arbeit angewendet werden.

In diesem Kapitel wird zunéchst das fiir uns relevante Gleichungssystem gezeigt,
welches fiir inkompressible Stromungen ausgelegt ist. Nach deren Erlduterung
werden die Differentialgleichungen auf eine dimensionslose Form gebracht, wel-
che es ermoglicht, Szenarien wesentlich kleiner zu simulieren, als sie in Wirk-
lichkeit sind. Als letztes werden die Navier-Stokes Gleichungen noch in einer

diskreten Form dargestellt, die fiir die numerische Simulation unverzichtbar ist.

4.1 Allgmeines zu den Navier-Stokes Gleichungen

Im Allgemeinen wird die Strémung eines Fluids innerhalb eines bestimmten
Zeitintervalls [to;tenq] C R auf einem endlichen Gebiet Q C R? betrachtet, wo-
bei d € {2,3} der Dimension des Gebietes entspricht.!

Die Navier-Stokes Gleichungen setzen sich aus der im vorherigen Kapitel her-

geleiteten Impulsgleichung 3.12 und der Kontinuitatsgleichung 3.5 zusammen.

M'Wir betrachten ausschlieBlich den Fall d = 2.
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KAPITEL 4. NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

Hier noch einmal zur Erinnerung beide Gleichungen:

ou 1 7
M w-Viut -vp-Fau =
T + (u-V)u+ p P P u 0, und

divu = 0.

Wie im vorhergehenden Kapitel bereits erwdhnt, entspricht die Kontinuitéts-
gleichung der lokalen Massenerhaltung bzw. der Inkompressibilitét. Die globale
Massenerhaltung erreicht man, indem die Gleichung 3.5 iiber das Gebiet € in-

tegriert wird.

Im Folgenden wollen wir ndher auf die einzelnen Terme der Impulsgleichung

3.12 eingehen.

Der nichtlineare Term (u - V)u wird als Konvektionsterm bezeichnet und kann
physikalisch wie folgt interpretiert werden: Wenn das Fluid senkrecht auf eine
Beschleunigungsfront stromt, wird diese nicht verschoben. Allerdings wird die
Flussgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Flussrichtung verstiarkt oder ge-

bremst.

Der Diffusionsterm %Au modelliert die Reibungskréfte. Hierbei ist der Laplace-
Operator Au physikalisch zu erldutern. Ist Au < 0, wird in der Umgebung eines
Partikels langsamer gestromt und das Partikel somit gebremst. Haben wir die
umgekehrte Ungleichung Au > 0, so wird der Punkt durch die schnellere Um-

stromung beschleunigt.

Diese beiden Terme der Impulsgleichung beachten nicht die Inkompressibilitét.
Damit gelangen wir zum Druckgradienten Vp. Physikalisch kann man sich die-
sen wie folgt vorstellen: Erhoht man den Druck an einem Punkt, so wird die Ge-
schwindigkeit von diesem Punkt weggedrangt. Um die Inkompressibilitédt nicht
auBler Acht zu lassen, wirkt der Druckgradient als Lagrange-Parameter. Dies
bedeutet, dass der Druck sich in jedem Zeitschritt so einstellt, dass die Inkom-

pressibilitat erhalten bleibt.
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4.2. DIMENSIONSLOSE FORM DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

4.2 Dimensionslose Form der Navier-Stokes Gleichun-

gen

Nachdem es teuer und kostspielig und noch dazu nicht immer mdoglich ist, einen
wahren Fall in OriginalgréBe zu simulieren (z.B ein Flugzeug in einem Wind-
kanal), wird von den Navier-Stokes Gleichungen eine dimensionslose Variante
aufgestellt, mit der man physikalisch &hnliche Szenarien schaffen kann. Ein wei-
terer Vorteil ist es, dass nur noch ein Parameter neben der Geschwindigkeit und

dem Druck vorhanden ist.

Bei der von uns gewihlten Impulsgleichung 3.12 rechnen wir mit der kinema-

tischen Viskositidt v und dem kinematischen Druck p, die wie folgt definiert

sind:
_ kP
vi==,p:==—.
P P
Es ergibt sich folgende Darstellung der Impulsgleichung;:
0
67‘; + (uV)u+Vp—-rvAu = 0. (4.1)

Die Grofien, die fiir das Aufstellen der dimensionslosen Navier-Stokes Gleichun-

gen ndotig sind, werden durch (-)* ausgezeichnet.

o= I dimensionsloser Ort, (4.2)
0

wo= O dimensionslose Geschwindigkeit, (4.3)
Ug

« 1 . .
p* = (P—po)—5 dimensionsloser Druck, (4.4)
pUG

t

tr o= i t%?) dimensionslose Zeit. (4.5)

Fiir die Gleichungen 4.2 - 4.5 miissen noch die Referenzelemente Lg, ugund T
gewdhlt werden. Durch den physikalischen Zusammenhang der Geschwindigkeit,
Ort und Zeit u = %, ist es ausreichend, zwei Referenzelemente zu bestimmen.
Dazu kann man zum Beispiel fiir ug die mittlere Anstromgeschwindigkeit und

fiir Lo die Breite des Kanals wihlen?.

2Ly ist abhiingig von der Wahl des Szenarios
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KAPITEL 4. NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

Die dimensionslose Form der Navier-Stokes Gleichungen (z.B. in [Neckel 05])

lautet:

ou* . . . 1
5 + (u*-V)u* + Vp Te

divu* = 0. (4.7)

Au® = 0, und (4.6)

Hierbei setzt sich Re, die dimensionslose Reynoldszahl, zusammen aus
L L
Re .= PH0%0_ 0U0 (4.8)
7 v

Nachdem wir im Folgendem ausschliellich mit der dimensionslosen Form der

Gleichungen 4.6 und 4.7 arbeiten, vereinfachen wir die Schreibweise, indem die

Form (-)* weggelassen wird.

4.3 Diskrete Form der Navier-Stokes Gleichungen

Zum numerischen Losen der Navier-Stokes Gleichungen miissen wir eine diskre-
tisierte Form dieser Differentialgleichungen bilden. Dies kann mit verschiedenen
Methoden geschehen. Eine davon wird im anschlieSenden Kapitel erklart. Hier
soll zunéchst die Darstellungsweise der diskreten Navier-Stokes Gleichungen ge-
zeigt werden. Um eine Diskretisierung zu erreichen, wird vorliegend das Gebiet
in ein regelméfliges quadratisches Gitter eingeteilt. Die Dimension der endlichen
Mengen uy, und pp, welche die diskreten Variablen fiir die Geschwindigkeit und
den Druck sind, hingt davon ab, wo (und somit an wievielen Orten) diese Vek-

toren berechnet werden.

Die folgende Version der Navier-Stokes Gleichungen wird eigentlich nur als semi-
diskret bezeichnet, da die Zeitableitung von uj, noch vorhanden ist, wobei wir

diese durch uy,; darstellen:
Auhyt + C(uh)uh + Duy, — MTph =0 (4.9)
Mu, = 0 (4.10)

A wird als sogenannte Massenmatriz® bezeichnet. Der Term C(uy) stellt die

Diskretisierung des Konvektionsoperators uy - V dar. Weiterhin sei D die Dis-

3In der Literatur wird die Massenmatrix meist als  bezeichnet. Da wir aber bereits das
Gebiet damit notiert haben und in unserem Programm stattdessen mit der Bezeichnung A

gearbeitet wird, soll dies auch hier verwendet werden.
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4.3. DISKRETE FORM DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

kretisierung des Laplace-Operators —éA im Diffusionsterm. M steht fiir die
Divergenz. Durch die von uns verwendete Methode zur Diskretisierung gilt
div = —divl = —V [Weinzierl 05, Strang 86] und fithrt somit beim Druck-
gradienten zu der diskreten Darstellung —M”py,.
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Kapitel 5

Losungsverfahren fiir die

Navier-Stokes (zleichungen

In diesem Kapitel werden die Vorbereitungen erldutert, um die Navier-Stokes
Gleichungen zu l6sen. Zunéchst wollen wir uns mit dem Zeitableitungsterm
der Differentialgleichungen beschéftigen. Des Weiteren wird die Finite-Element-
Methode erklart. Mit dieser werden die einzelnen Terme der Navier-Stokes Glei-
chungen diskretisiert. Wir betrachten zwei verschiedene Ansatzfunktionen unter

Anwendung der Finite-Element-Methode.

5.1 Druck-Poissongleichung

Die bislang angegebenen Navier-Stokes Gleichungen 4.6, 4.7 entsprechen der
kontinuierlichen Darstellung unter Abhéngigkeit der Zeit. In diesem Abschnitt
wird auf die Behandlung der Zeitableitung, sowohl im kontinuierlichen als auch

im diskreten Fall, eingegangen.

5.1.1 Kontinuierliche Druck-Poissongleichung

Die Zeitdiskretisierung folgt iiber den Ansatz des Differenzenquotienten. Dabei
wird in Anlehnung an [Griebel 95] das explizite Eulerverfahren ([Larsson 03])

eingesetzt. Dieses sieht, auf unsere Zeitableitung der Geschwindigkeit ange-
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KAPITEL 5. LOSUNGSVERFAHREN FUR DIE NAVIER-STOKES
GLEICHUNGEN

wandt, wie folgt aus:
du uth — y™
a At

Dabei entspricht At einem Zeitschritt. Auf Details zu dessen Berechnung kom-

(5.1)

men wir spéiter in diesem Kapitel zuriick. Das n bezieht sich in der Gleichung
5.5 auf den n-ten Zeitschritt. Setzt man dies nun in die Impulsgleichung 4.6 ein,
erhélt man
ut) — y™)
—

als zeitdiskretisierte Gleichung.

—i—(u(”).V)u(")—FVp(n)—éAu(") =0 (5.2)

In jedem Zeitschritt muss die Kontinuitédtsgleichung 4.7 erfiillt sein. Die Glei-

chung dazu sieht dann folgendermafien aus:
0 = diva®™tV

= div [u(") + At <—(u(”) -V)u™ — vp™ 4 RlAu(”)>] . (5.3)
e

Hierbei wurde 5.2 nach u(t1) aufgelsst und eingesetzt.

Angenommen man kennt bereits alle Geschwindigkeitswerte des n-ten Zeit-
schritts, muss der Druck so gewiihlt werden, dass diva(™*1) = 0 ist. Dies wird
erreicht, indem man letztere Gleichung nach dem Druckterm auflést. Es ent-
steht die kontinuierliche Druck-Poissongleichung zur Bestimmung des Drucks
zum Zeitpunkt n:

Ap™ = div (Altu(") — (™. V)u™ 4 ];Au(")> : (5.4)

5.1.2 Diskrete Druck-Poissongleichung

Da fiir die Implementierung der diskrete Fall benétigt wird, wollen wir die
Druck-Poissongleichung auch diskretisieren. Dies geschieht wie im soeben ge-

zeigten kontinuierlichen Fall.

Die Gleichung 5.5 ist auch fiir den diskreten Fall anwendbar. Es miissen ledig-
lich die kontinuierlichen Geschwindigkeits- und Druckwerte durch deren diskrete

Varianten ersetzt werden:

ou, ugnﬂ)—u,(ln)

ot At (5.5)
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5.1. DRUCK-POISSONGLEICHUNG

Setzt man dies in die diskrete Gleichung 4.9 ein, erhélt man folgendes:

2t ™
A% + C(up)uy, + Duy, —MTp, = 0. (5.6)

Die Aufstellung der diskreten Terme dieser Gleichung wird spéter in diesem
Kapitel néher erldutert. Lost man anschliefend Gleichung 5.6 nach uénﬂ) auf,

ergibt sich:
N (—C(u,(f))uﬁf) —Dul” + MTpgln)> . (5.7)

Gleichung 5.7 eingesetzt in die Kontinuitdtsgleichung 4.10 liefert folgendes Er-

gebnis:
n+1
0 = Mu{""
= Mu” + AMA™ (~C(uf”)up” ~ Du” + MTp[”) . (5.8)

Diese, aufgelost nach dem Druckterm, ergibt die in unserem Fall verwendete
diskrete Druck-Poissongleichung:
ul™

MA_lMTpl(ln) = MA™! (C(ugln))ugn) + Du,(Ln)> - 'yMALt. (5.9)
Der letzte Term in Gleichung 5.9 ist ein Zusatz, der fiir unsere Implementierung
notwendig ist. An sich sollte dieser Term, gleichgiiltig wie v gewdhlt wurde, auf
Grund der Massenerhaltung Null sein. Es kann aber manchmal vorkommen,
dass dieser Erhaltungssatz nicht erfiillt ist. Es ist dann fiir das Programm sinn-

voll, v = 1 zu setzen, damit eine eventuelle Verletzung der Massenerhaltung
(n)
erkannt werden kann und diese durch den Term —yM uAht eliminiert wird. In

unserem Programm wird diese Fehler-Korrektur-Methode angewandt, also ist

v =1.
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5.2 Anwendung Finite-Element-Methode auf Navier-
Stokes Gleichungen

Die Finite-Element-Methode ist ausfiihrlich in [Braess 97] beschrieben. Wir be-

trachten allein den Spezialfall der Navier-Stokes Gleichungen.

5.2.1 Gitterwahl

Die Finite-Element-Methode hat zur Folge, dass das zu betrachtende Gebiet
diskretisiert wird. Dazu wird das Gebiet in Polygone zerlegt. In unserem Fall
wird das mit Quadraten der Kantenlédnge h erreicht. An bestimmten Stellen der
einzelnen Zellen sollen die diskreten Werte von u; und pj, gespeichert werden.
Die Geschwindigkeitswerte werden dabei in die zwei verschiedenen Richtungen
der Koordinatenachsen unterteilt. uy, 1 ist die Geschwindigkeit in Koordinaten-
richtung x1 und uy, 2 die Geschwindigkeit fiir Koordinatenrichtung zo. Fiir die

Speicherung dieser Werte gibt es verschiedene Moglichkeiten [Ferziger 02].

In dieser Arbeit wird das teilweise versetzte Gitter verwendet, wie in Abbil-
dung 5.1 dargestellt. In den Ecken hat man die Geschwindigkeitsfreiheitsgrade
der einzelnen Gitterelemente, wihrend sich der Druck in jeder Zelle im Mittel-

punkt befindet.

Up,1, Uh,2 Up,1, Uh,2
[
Ph
[ @
Uh,1, Uh,2 Uh,1, Uh,2

Abbildung 5.1: Teilweise versetztes Gitter auf einer Zelle; hierbei werden die Ge-
schwindigkeiten in beide Dimensionsrichtungen w1 und uy 2 an den Ecken gespeichert
und der Druck pp in der Mitte der Zelle.
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5.2.2 Allgemeine Diskretisierung

Fiir die Verwendung der Finite-Element-Methode bené6tigt man die schwache
Formulierung der zu l6senden, kontinuierlichen partiellen Differentialgleichung.
Dabei wird von einer punktweisen Giiltigkeit auf eine Integral-gemittelte Giiltig-
keit der Gleichungen iibergegangen. Dadurch verringern sich die Glattheitsvor-
aussetzungen, die man fiir die Problemstellung und ihre Losungen braucht. Eine
schwache Form von Differentialgleichungen erreicht man durch Multiplikation
der Gleichungen mit einer geeigneten Ansatzfunktion ¢ = (i;) aus dem endlich
dimensionalen Ansatzraum! und einer anschlieBenden Integration dieses Terms
iiber das gesamte Gebiet ([Foias 01, Braess 97]). Die Randbedingungen miissen

dabei mit eingebracht werden:

L () =) () wmma)) (D)o = o

Nachdem man diese Form der partiellen Differentialgleichungen hat, geht man

unter Verwendung der Galerkin-Projektion in einen endlich dimensionalen Funk-
tionenraum iiber. Das wird erreicht, indem man die kontinuierliche Geschwin-

digkeit u durch Ansatzfunktionen approximiert:

=
Q

uy,
-y (Ul,h(l)qﬁl (é)) (5.10)
—~ \u2,n(2)P2(1)
Die folgenden drei Matrizen werden alle auf diese Art berechnet. Dabei ist hin-
zuzufiigen, dass die Randintegrale, die bei den folgenden Berechnungen durch
Anwendung der Greenschen Formel auftreten sollten, zu Null gesetzt werden.
Die Integrale auf dem Dirichletrand sind auf Grund der Wahl der Ansatzfunk-
tionen Null. Die Integrale auf dem Neumannrand werden eliminiert, indem wir

die Gleichung 2.4 durch p teilen und die rechte Seite Null setzen:

PYu-n-2n = o0 (5.11)
p

p

Da die Massenmatrix relativ unkompliziert zu berechnen ist, soll diese unser

erster zu betrachtender Term sein.

Details zur schwachen Formulierung und zu Funktionenrdumen finden sich in [Braess 97].
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Massenmatrix A

Im Allgemeinen soll der kontinuierliche Term %—;‘ = w; umgewandelt werden

in den diskretisierten Term Auy, ;. Um uns das Schreiben fiir die Berechnung
zu erleichtern, rechnen wir mit u, anstatt mit der dazugehorigen Zeitablei-
tung. Nachdem dies fiir jede Wahl von Ansatzfunktionen so gerechnet wird,
nehmen wir die bereits im vorhergehenden Abschnitt eingefithrten neutralen
Basisfunktionen ¢; fiir den ui-Teil und ¢ fiir den ue-Teil der Geschwindigkeit
und ¢ = (g;) Mit der Finite-Element-Methode erhalten wir somit

/Q wo)av "2 3w /Q oi) - 6(j)dV

= Ywli) [ (51)r(0) + alien(i))av
=: Auyy

als Ergebnis. Fiir den nach der Zeit abgeleiteten Term der Impulsgleichung muss

man noch u durch u; ersetzen.

Da das Integral bei uns iiber ein zweidimensionales Gebiet reicht, welches in ein
reguldres Gitter unterteilt wurde, muss bei dieser Matrix noch eine Skalierung

von h? folgen.

Die hieraus resultierende lokale Matrix A wird fiir die Implementierung und fiir
folgende Tests diagonalisiert. Dies geschieht, indem man den jeweiligen Wert
einer Zeilensumme in deren Diagonalelement schreibt und die restlichen Werte
der Zeile 16scht. In unserem Fall ist dieser Term in jeder Zeile gleich und kann
somit als Konstante ¢ vor die daraus resultierende Einheitsmatrix I geschrie-
ben werden. Zusitzlich wird noch der Skalierungsfaktor h? zu der sogenannten

,gelumpten® Matrix A hinzugefiigt:
A~ A =p’d.

Weitere Moglichkeiten, Matrizen dieser Art zu vereinfachen, finden sich im An-
hang B. Der Grund fiir diese Vereinfachung ist der Druck-Poissongleichung
zu entnehmen. In dieser muss nédmlich die Massenmatrix A invertiert werden,

was bei Matrizen durchaus aufwindig sein kann. Die Invertierte einer Diago-
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nalmatrix kann hingegen explizit aufgestellt werden, womit keine zuséatzliche
Rechenzeit und Speicherkapazitéit in Anspruch genommen wird.
Diffusionsmatrix D

Hier verwenden wir erneut das Schema der Finite-Element-Methode, diesmal

um den Term —ﬁAu zu diskretisieren:

_é /Q Aug(j)dV = —é /Q (iZ;) ’ @Eg)dv K
_ P:e/g(vulv¢1(j)+vu2v¢2(j))dv

— o X uli) [ (VeriTet) + ToalVouli)) v
= % Z uh(7’> /{; <8I1 ¢1 (Z)aml ¢1 (]) + 8332¢1 (Z)az2¢1 (])

00, 62(0) 0, 62) + D 0200 02(7) ) AV

=: Du,,.

Auf der rechten Seite der ersten Gleichung entspricht der Inhalt des Integrals
einem vektoriellen Skalarprodukt. Die Umformung von der ersten in die zweite

Zeile gelang durch Anwendung der partiellen Integration.

Jetzt fehlt noch die notwendige Skalierung. Das Integral liefert, wie schon bei der
Massenmatrix A den Faktor h?. Allerdings erhilt man mit einem Gradienten
den Faktor h~!. Da dieser hier quadratisch erscheint, kiirzen sich die einzelnen

Skalierungsterme weg.

Konvektionsmatrix C

Die Konvektionsmatrix berechnet man wie die beiden vorhergehenden Matrizen.
Der einzige Unterschied besteht darin, dass C selbst von u abhéngig ist, da dies

der einzige nichtlineare Term der Impulsgleichung ist.
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Folgende Berechnung leitet die Konvektionsmatrix C her:

fwmotav = [ (5T} (S0 )av v
_ /ﬂ (- Vu)ér(G) + (u- Vuz)oa(j) ) av

= S u(w (k) / ((60) - Tor(k) 1)
N &

() - Vo (K))a () )V
— %ﬂ:uh(l)uh(k:)/ﬂ((;Sl(l)axléf)l(k)ﬁbl(j)

+¢2(1) Oy $1(K)P1(J) + $1(1) 0z, P2(k)2(4)
+¢2(1) 0z, P2(K) P2 (j)> av

=: C(uh)uh.

Da, wie schon in den vorhergehenden Abschnitten festgestellt, der Gradient den
Faktor A~ und das Integral h? liefert, erhilt man fiir diese Matrix insgesamt

den Skalierungsfaktor h.

Die Matrix M wird in diesem Unterabschnitt nicht behandelt. Dies liegt daran,
dass sie iiber Finite Volumen berechnet wird und nicht iiber die Finite-Element-

Methode. Die Herleitung dafiir wird spéter gegeben.

5.3 Ansatzfunktionen

Fiir die Losung partieller Differentialgleichungen mit der Methode der Finiten
Elemente bedarf es, wie aus dem vorherigen Kapitel ersichtlich, gewisser An-
satzfunktionen zur Approximation der kontinuierlichen Geschwindigkeit u. Es
gibt verschiedene Moglichkeiten, diese aufzustellen. In dieser Arbeit kommen
zwei Ansitze als Losungsmethoden vor. Beide bezichen sich auf das teilweise

versetzte Gitter.

Zur Notation sei gesagt, dass wir von nun an das h bei den diskretisierten Va-
riablen weglassen dafiir aber bei einem Gitterpunkt gehtrigen Parameter den

Knoten als Index hinzufiigen.
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b)

Abbildung 5.2: Bilineare Basisfunktion ¥; und ihr Triiger

5.3.1 Bilineare Ansatzfunktionen

Die Ansatzfunktionen werden im Allgemeinen so gewihlt, dass sie lediglich
einen lokalen Tréger zu Grunde liegen haben. Das bedeutet, dass eine Ansatz-
funktion ¢; nur die an den Gitterpunkt ¢ anschlieSenden Zellen beriicksichtigt.
Fiir die Basis ¢ hat dies eine diinnbesetzte Matrixstruktur zur Folge. In unseren
speziellen Fillen bedeutet dies, dass die Basis ¢ so gewéhlt wird, dass folgendes

fiir die Gitterpunkte gilt:

Dies entspricht einer nodalen Basis eines gewissen Polynomgrades auf Element-
knoten eines Gitters. IV ist dabei die Anzahl der vorhandenen Knotenpunkte
auf dem dikretisierten Gebiet. In Abbildung 5.2 wird nun die herkémmlichste
Basis, die bilineare Basis mit ihrem Trager aus vier Zellen mit Kantenlidnge h,

gezeigt.

Mit diesen Ansatzfunktionen wird in dieser Diplomarbeit gearbeitet. Dabei ist
zu erwihnen, dass in der Abbildung 5.2 a) die Hohe h auf Eins gesetzt wurde

und i von ¥;(x1,x2) dem Ursprung in diesem Koordinatensystem entspricht.

37



KAPITEL 5. LOSUNGSVERFAHREN FUR DIE NAVIER-STOKES
GLEICHUNGEN

Die Definition zur bilinearen Basisfunktion, die wir als ¥;(x1, x2) notieren, lau-

tet:

\I/i(xl,x2)|[ = #xl(h - 3}2)
U, (z1, = L(h- h —
ien, @)l hf( z1)(h = z2) mit 1,29 € [0, h].
Vi(r1, 22)[1r = 122
Ui(z1,m2)lv = 2(h—z1)22

Zum Abschluss wird noch die diskrete Geschwindigkeit mit diesen Ansatzfunk-

tionen aufgestellt:

N g0

1,i ¥
u = ’ . 5.12
Z <U2zq’z> (512

=1

Die Ansatzfunktionen V¥, diskretisieren die Navier-Stokes Gleichungen, so dass
die Massenerhaltung und Impulserhaltung dieser Differentialgleichungen auch
im diskreten Fall erfiillt sind. Die Energieerhaltung wird hier unbeachtet gelas-

sen.

5.3.2 Divergenzfreie Ansatzfunktionen

Als Alternative zu der bilinearen Basis wurden in [Blanke 04] neue, divergenz-
freie Ansatzfunktionen entwickelt. Bei deren Aufstellung wurde die Energie-
erhaltung beriicksichtigt?. Fiir das bessere Verstindnis wird dazu die Herlei-
tung fiir die nétigen Eigenschaften der diskreten Matrizen erkldrt. Im Anschluss

konnen die divergenzfreien Ansatzfunktionen entwickelt werden.

Herleitung der Eigenschaften der diskreten Terme

Um die divergenzfreien Ansatzfunktionen aufstellen zu kénnen, wird zuerst fest-
gehalten, welche Eigenschaften die diskreten Terme der Navier-Stokes Gleichun-
gen erfiillen miissen. Da wir bei diesen Ansatzfunktionen die Energieerhaltung

beriicksichtigen wollen, betrachten wir nochmals deren Formel 3.13:

d 1d

*Dabei wurde in der Arbeit von [Blanke 04] der Nachweis des praktischen Nutzens ausge-

klammert; dieser Nachweis ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit.
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und das Endergebnis 3.17 nach einigen Verdnderungen:

d 1
o Cuwdv = —“/vu-vudv < 0. (5.14)
dt Jo 2 P Jo
Die diskrete Energieéinderung nach der Zeit lésst sich folgendermaflen darstel-
len:
d 10
—E = ==(uTAu). 1
dt 2ol AW (5.15)

Berechnet man nun die diskrete Energieinderung unter Verwendung der Glei-

chung 4.9 und durch Kiirzen des Terms %, erhalten wir folgendes Ergebnis:

gt(uTAu) = —u’ (C(u)+ CT(u))u-u’(D+D")u (5.16)

+u’ (MTp) + u? (MTp)T. (5.17)
Der Druckanteil

u! (MTp) + u? (MTp)” (5.18)

fallt weg, denn der linke Term aus 5.18 enthélt die transponierte Kontinuitéts-
gleichung u” M’ und muss daher Null sein. Der rechte Term aus 5.18 lisst sich

wie folgt umformen:
' MTp)lu = ulp"™MTTu. (5.19)

Da M7 = M ist, enthilt dieser Term die Kontinuititsgleichung Mu. Somit
wird auch dieser Teil zu Null. Der gesamte Druckterm 5.18 spielt folglich bei

der Energiedinderung keine Rolle:

%(uTAu) = —u’ (C(u)+C"(u))u—u"(D+D")u (5.20)

Im Kontinuierlichen hingt die Energieéinderung nach 3.17 nur vom Diffusions-

term ab, womit wir aus Gleichung 5.20 folgern kénnen, dass
C(u) +CT(u)=0

gelten muss, was die Antisymmetrie® von C(u) zur Folge hat. Damit die Ener-

gie, wie im physikalischen Sinne, zumindest fillt, muss D positiv semidefinit

3Eine Matrix B heifit anti- bzw. schiefsymmetrisch, wenn gilt —B” = B.
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sein. Durch die Wahl unserer Elemente ist die Diffusionsmatrix zusétzlich zu
diesen Eigenschaften auch noch symmetrisch. Die gleichen Voraussetzungen lie-

gen auch in [Verstappen 01] zu Grunde.

Die bilinearen Voraussetzungen achten nicht darauf, ob eine Energieerhaltung
erreicht wird oder nicht. Ein weiterer Unterschied zwischen den beiden Ansatz-
funktionen ist die punktweise Divergenzfreiheit, die die divergenzfreien Ansatz-

funktionen im Vergleich zu den bilinearen erfiillen.

Nun zur Erlduterung der divergenzfreien Ansatzfunktionen. Deren Element-
trager sind wie bei der bilinearen Basis quadratisch und lokal. Natiirlich sollen
die festgestellten Eigenschaften der Matrizen C und D von den Funktionen
erreicht werden. Die letzte Forderung ist, wie bereits erwdhnt, die punktweise
Divergenzfreiheit. Elemente, die dieser Forderung gentiigen, nennen wir konti-

nuitdtserhaltende Finite Elemente.

Aufstellen der divergenzfreien Ansatzfunktionen

Die hier zu entwickelnde Basis {®; ... ®on} fiir den endlichdimensionalen Funk-
tionenraum soll eine nodale Basis sein, wobei ®; bzw. ®yy; fir ¢ = 1,..., N
auf dem i-ten Gitterpunkt gleich (1,0) bzw (0, 1) sein soll und auf den anderen
Gitterpunkten (0,0). Nun wird u mit diesen Funktionen dargestellt:

u= ﬁ: < u1,i®s > (5.21)

U ; P
i—1 2,1 ¥ N+i

Bevor wir die Basisfunktionen konkret aufstellen, und zwar wie in [Blanke 04],
miissen die einzelnen Zellen noch auf kontinuitétserhaltende Weise interpoliert
werden. Die Geschwindigkeiten an den Eckpunkten einer Zelle seien bekannt
und erfiillen die diskrete Kontinuitatsgleichung, wobei diese an jedem Punkt der
Zelle erfiillt sein soll. Dafiir wird das Quadrat in vier gleichschenkelige Dreiecke
unterteilt. Uber diese wird interpoliert, der Mittelpunkt des Quadrates soll hier-
bei ein unbekannter Geschwindigkeitsterm (u1,uz2) sein. In Abbildung 5.4 sind
die Werte fiir die zu u; gehtrenden Basisfunktionen angegeben. Man sieht, dass
die Werte in den Zellmittelpunkten auch Geschwindigkeiten fiir uy besitzen.
Diese erhalten die Kontinuitdt. Da diese Werte nun von den Basisfunktionen

erfiillt werden miissen, ebenso wie das dazugehorige Gegenstiick fiir ug, erhalten
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Abbildung 5.3: Darstellung der divergenzfreien Ansatzfunktionen auf einem lokalen
Trager.

(0,0) (0,0) (0,0)
3-p h
(0,0) 07 (0,0)
(47 ¥
(0,0) (0,0) (0,0)

Abbildung 5.4: Lokaler Tréiger der divergenzfreien Ansatzfunktionen fiir die Geschwin-
digkeiten u; in z1-Richtung.

wir die Ansatzfunktionen, die in Abbildung 5.3 zu sehen sind. Allerdings ist an-
zumerken, dass wir in der Grafik die Hohe h = 1 gesetzt haben. Zudem sind bei
dieser Abbildung diese Ansatzfunktionen die zum Ursprung zugehorigen Funk-

tionen. Mathematisch setzen sich die Basisfunktionen wie folgt zusammen:

o i
(I)i = d P i = Py .
<<Pi> w M (‘I’z)

Fiir das bessere Verstdndnis geben wir noch die Teilfunktionen ®; und Vs
flir die Zelle, die sich, vom Ursprung aus gesehen, in beiden Richtungen im

Positiven befindet®. Alle weiteren Funktionen erhilt man durch Symmetrie und

“In unserem Fall ist es das Element rechts oben in der Abbildung 5.4.
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Vorzeichenwechsel. Hierbei ist noch zu erwihnen, dass 1, x2 € [0, h] zu Grunde

liegt:

1—%—% falls 1 > 290 A1 < h — 29

R 1 _n falls z1 > 20 Ax1 > h — 29
D, (z1,22) := ? 2h - - und

5— 5% falls 21 < a9 Ax1>h—1x9

1—%—% falls 21 <azoAx21 < h—29

55721 falls 1 > 2o A1 < h— 29

Lo flls oy >a9hz > h— 19

pi(rr,22) = 2 2 B -
5*% falls =1 <xzoAx1 > h—129
92% falls z1 <29 Ax21 < h— 29

Diese Ansatzfunktionen sollten anhand ihrer Herleitung energieerhaltend sein.

Dies wird im Laufe dieser Diplomarbeit noch iiberpriift.

5.4 Lokale diskrete Terme

Die diskreten Terme der Navier-Stokes Gleichungen koénnen in zwei verschiede-
nen Arten dargestellt werden: die lokale und die globale Variante. Bei ersterer
werden die Matrizen fiir eine einzelne Zelle Q¢ des unterteilten Gebietes (2
aufgestellt. Bei unseren zwei verschiedenen Ansatzfunktionen sind die lokalen
Matrizen fiir jede Zelle gleich. Bei der globalen Darstellung beziehen sich die

Matrizen auf das gesamte Gebiet (2.

In diesem Abschnitt werden der Vollstandigkeit halber die lokalen Matrizen der
zwei Basisfunktionen angegeben. Durch die lokale Darstellung kénnen wir auch
von vornherein ihre Dimension festlegen, wihrend dies im globalen Fall von der
Grofle des Szenarios abhéngt. Um fiir spiteres Arbeiten die lokalen von den
globalen Matrizen unterscheiden zu konnen, werden die lokalen Terme mit e
im Exponenten versehen. In unserem Fall werden die Matrizen so aufgeteilt,
dass zuerst Terme kommen, die zur Dimensionsrichtung x; und anschliefend
die Terme, die zu x3 gehoren. In jeder Zelle gibt es fiir jede Richtung vier Kom-
ponenten, also insgesamt acht. Die Matrizen A€ und D¢° sind somit Elemente
aus R38, Bei C€ ist das durch die Abhiingigkeit von u etwas anders. Dadurch,
dass C¢(u) = u’'C¢ ist, gilt hier C¢(u) € R%4*8, Die Divergenzmatrix M€ erhzlt
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(u1,1,u2,1) Iy (u1,2,u2,2)
@ L
Iy Qe Iy
[ L
(u1,4,u2,4) I's (u1,3,u2,3)

Abbildung 5.5: Zelle als ein Gebiet Q¢ betrachtet mit ihren speziellen Bezeichnungen
zur Berechnung der lokalen Divergenzmatrix M°.

man auf anderem Wege. Da diese Matrix fiir beide entwickelten Ansatzfunktio-
nen die selbe ist, wird sie in einem zusétzlichen Unterabschnitt behandelt und

bei der Darstellung der anderen lokalen Matrizen nicht erneut aufgefiihrt.

5.4.1 Lokale Divergenzmatrix M

Die Divergenzmatrix M€ ist in R'*® enthalten. Sie wird iiber die Finiten Volu-
men diskretisiert. Dies geschieht, indem man das zu diskretisierende Gebiet in
eine endliche Zahl von Volumen unterteilt. AnschlieBend werden die Integrale

iiber den Rand des Gebietes geeignet approximiert.

In unserem Fall entspricht eine Zelle einem sogenannten Kontrollvolumen. Die
Rénder einer solchen Zelle verlaufen parallel zu den Koordinatenachsen. In Ab-
bildung 5.5 sind die speziellen Bezeichnungen einer einzelnen Zelle gezeigt. Die

Randintegralgleichung erhélt man nun wie folgt:

VeeQ®: 0 = Vu=

0 = VudV:/ u-ndS
Qe e

/ UQdS+/ urdS — uadS — u1dS. (5.22)
I Ty I's Ty

Verwendet man anschlieend die Trapezregel auf das bereits diskretisierte u,
erhilt man

uU12 + U1 4 U1+ U3 Ug1 + U2.2 U2,3 + U2.4
) k) h_ 9 7h ) 9h_ ) 9
2 2 * 2 2

h = 0 (5.23)
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als unsere spezielle diskrete Kontinuitdtsgleichung. Dieser konnen wir nun das,

fiir spétere Rechnungen notige M® entnehmen:

h
M = 5(—1 1 -1 111 -1 —1). (5.24)

5.4.2 Matrizen der bilinearen Ansatzfunktionen

Da im Fall der bilinearen Basis die punktweise Divergenzfreiheit nicht erfiillt
ist, und somit die Geschwindigkeitsterme w1 und wug keinen Einfluss aufeinander
haben, kénnen die notigen lokalen Assemblierungsmatrizen in Blockdarstellung

aufgezeigt werden. Beispiele fiir globale Matrizen befinden sich im Anhang.

Lokale Massenmatrix A€

Wir wollen die Reihenfolge wie bei der Herleitung beibehalten und fangen somit

mit der Massenmatrix A€ an:

A —: h2 A? 0
0 AS

Die Teilmatrix A{ sieht folgendermaflen aus:

Sl o Gl &=
ol = 5= &=

&~ sl &l wim
&l & o &=

Will man die gelumpte lokale Matrix A€ aufstellen, muss man den Vorfaktor der
resultierenden Einheitsmatrix berechnen. Diesen erhélt man durch Summieren
einer Zeile und dem Skalierungswert h?. Somit haben wir

- h?

A°=—1
4

als vereinfachte Massenmatrix.
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Lokale Diffusionsmatrix D¢

Analog zu Matrix A® erhilt man mit der Finite-Element-Methode auch die

lokale Diffusionsmatrix:

2 1 1 1
3 6 6 3

e 1 2 1 1

pe— (P10 mit Df = 6 3 3 6
0 DS -+ -1z 1

1 6 3 3 6

11 1 2

3 6 6 3

Lokale Konvektionsmatrix C(u)

Wie bereits erwihnt, ist die lokale Konvektionsmatrix C¢ durch seine Abhéngig-
keit von der Geschwindigkeit nicht gerade klein. Hier nun die konkreten Werte
fiir den bilinearen Fall:

Cci{ 0 ¢
o - [ C e o5 = (S )
0 C¢

1,down

1 1 _1 1 1 1 _ 1 1
2 12 36 36 36 36 36 36
1 1 _ 1 1 1 1 _1 1
24 24 72 72 72 T2 72 72
1 1 _1 1 1 1 _ 1 1
36 36 36 36 36 36 12 12
1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 1
72 72 72 72 72 72 24 24
1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 1
12 36 12 36 24 T2 24 72
1 1 _1 1 1 1 _ 1 1
36 36 36 36 72 T2 72 72
1 1 1 _ 1 1 1 1 _ 1
24 T2 24 72 12 36 12 36
1 1 1 1 S e e
e _ 72 72 72 72 e _ 36 36 36 36
Lup 1 1 1 1 »und Clqdown - 1 1 1 1
24 24 T 72 72 72 72 T 72 72
1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 1
2 12 36 36 36 36 36 36
1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 1
72 72 72 72 72 T2 24 24
1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 1
36 36 36 36 36 36 12 12
1 1 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 72 T2 72 72
1 i _1 1 1 1 1 1
36 12 36 12 72 24 72 24
1 1 _ 1 _ 1 1 1 _ 1 _ 1
72 72 72 72 36 36 36 36
1 1 _ 1 _ 1 1 1 _ 1 1
72 24 72 24 36 12 36 12
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5.4.3 Matrizen der divergenzfreien Ansatzfunktionen

Bei den durch die divergenzfreie Basis entstehenden Assemblierungsmatrizen
handelt es sich, durch die dortige Abhéngigkeit der horizontalen und vertikalen

Richtungsterme der Geschwindigkeit, um voller besetzte Matrizen.

Lokale Massenmatrix A€

In diesem Abschnitt wird die lokale Massenmatrix A€ der divergenzfreien An-

satzfunktionen und ihre gelumpte Version dargestellt.

1 1 1 1 1 1
8 24 24 21 —21 0 0 —35
1 1 1 1 1 1
% 8 24 ™ 0 51 o 0
1 1 1 1 1 1
2 21 8 0 55 w2 0
11 1 1 _1 g g _1
Ae — 24 24 24 8 24 24
_ 1 0 0 _ 1 1 1 1 1
24 24 8 24 24 24
1 1 1 1 1 1
0 51 57 0 55 § 21 =1
1 1 1 1 1 1
0 51 o7 0 55 21 5 21
1 1 1 1 1 1
51 0 0 =51 55 31 31 3

Hierbei wird die lokale gelumpte Version A€ der Massenmatrix A€ wieder wie
bei der bilinearen Basis festgelegt:
- h?

A = —L
4

Lokale Diffusionsmatrix D¢

Die hier dargestellte Diffusionsmatrix D¢ fiir die divergenzfreien Ansatzfunk-
tionen erfiillt die gewiinschte Eigenschaft der positiven Semidefinitheit und ist

zudem symmetrisch:

1 1
I -5 —3 0
D 0 _1 1 0 —1
De:< 1 e) mit D{ = ? f
1 1
0 —35 —3 1
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Lokale Konvektionsmatrix C¢

Die Konvektionesmatrix fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen sieht wie folgt

aus:
Ce e
1 2 .
C° = , mit
e e
CZ Cl
1 5 _ 1 1 11
72 72 36 24 72 36 36 24
1 1 1 1 1 1
~3 18 3 0 72 ~3% w3 O
B U T NS 19 L _1
72 36 24 36 72 36 36
_1 1 9 1 11
36 T2 72 72 72 72
71 _5 _1 11 1 1
72 36 72 24 72 36 36 24
101 1 1 1 _1 5 L
72 24 36 36 72 36 36
1 1 1 1 1 1
3% 3 ~18 0 72 ~7 3 0
1 1 1 1 1 1
3 U0 —7 36 7m0 5
1 1 1 1 1 1
~18 36 0 35 % 72 U
5 7T _1 1 11 1 1
72 72 24 36 36 72 24 36
1 1 1 1 1 1
~7 3 3 0 % —3% =
11 1 _1_1 1
36 72 36 24 72 36 36
101 1 1 1 _1 _1
24 72 36 36 36 72 36
1 7 _1 _>5 11 1 1
36 72 24 72 36 72 24 36
11 101 1
0 36 36 72 72 72 36 0
11 g _L 11 5 _
e __ 36 36 18 e __ 72 72 36
N N 1 wd Gy =1 T 7,
24 36 72 36 36 36 72
1 1 1 1 1 1
0 3% —3 = ~7 3 ~m 0
11 1 5 11 1 1
36 24 72 72 36 24 72 36
1 1 1 1 1 1
“3% 0 —35% 1 = 0 -5 5
1 11 1 11
18 36 36 36 72 72
101 1 11 1
72 36 36 0 0 36 72 72
5 1 71 _ 111 1
72 24 72 36 36 24 72 36
101 1 1 0 L1 i _1
36 36 72 24 36 72 36
1 1 1 1 1 1
3 0 —m 3 % T2 0 -2
11 1 1 1 _1 5 L
36 24 36 72 36 36 72
11 1 S S T
0 36 18 36 0 72 36 72
11 _5 7 11 1 1
24 36 72 72 24 36 36 72
1 1 1 1 1 1
= om0 —x5 -7 0 5 o=
11 1 0 -1 1 1
18 36 36 36 72 72
11 1 1 1 9 L _1
36 36 4 72 36 36 72
105 _1 _7 11 1 1
24 72 36 72 24 36 36 72
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5.5 Zeitschrittweite

In unserem Programm wollen wir unerwiinschte Oszillationen durch die nu-
merische Approximationslésung vermeiden und miissen somit Stabilitétsbedin-
gungen an die Gitterweite h und die Zeitschrittweite At stellen. Haufig werden

folgende Einschrinkungen, wie bei [Tome 94], zu Grunde gelegt:

L T (5.25)
Re Az? Azl ’ )
‘ U1, maz | At < Axl, (526)
‘ U2 maz ’ At < Auxs. (527)

Az und Az sind hierbei unserem h gleichzusetzen (Az; = Azy = h). Die
Terme U1 maz und U2 mqs entsprechen den hochsten Geschwindigkeiten, die zum
Zeitpunkt der Berechnung der Schrittweite vorhanden sind. Die Ungleichungen
5.26 und 5.27 sorgen dafiir, dass die einzelnen Partikel des Fluids in einem Zeit-
schritt At nicht mehr als eine Gitterweite Ax1 bzw. Axy zuriicklegen kénnen.
Da in unseren Testszenarien die Geschwindigkeit in xo-Richtung mit Null in-
itialisiert wird, und diese in den weiteren Zeitschritten die Maximalgeschwin-
digkeit von wuy nicht tibertrifft, konnen wir die Bedingung, die ug 4, enthélt,
auler Acht lassen. Zuletzt wollen wir nun die in unserem Programm verwendete
Berechnung fiir die Zeitschrittweite angeben:

1 Re - h? h
At < —mi . 5.28
- 2mzn{ 4 ’ ‘ U1, max ‘ } ( )

Der Zusatz % auf der rechten Seite der Ungleichung stellt einen Sicherheitsfaktor
dar zur Verhinderung von Stabilitdtsproblemen. Fiir eine genauere Stabilitéts-
analyse sei der Leser auf [Peyret 83] verwiesen. Man kénnte die Zeitschrittweite
fiir jeden Zeitschritt mit einem adaptiven Verfahren neu berechnen. In unserem
Fall wird diese jedoch nur einmal zu Beginn bestimmt. Dies ist moglich, da wir

als Anfangsgeschwindigkeit die Maximalgeschwindigkeit wéhlen.
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5.6 Rand- und Anfangsbedingungen

Die letzten Details fiir die Aufstellung unseres Algorithmus zur Loésung der
Navier-Stokes Gleichungen sind die Randbedingungen fiir die Druckberechnung
und die Initialisierung der einzelnen Testszenarien. Dies soll in den folgenden

Abschnitten behandelt werden.

5.6.1 Randbedingungen fiir den Druck

Im kontinuierlichen, ebenso wie im diskreten Fall, betreffen die Randbedingun-
gen bei den Navier-Stokes Gleichungen lediglich die Geschwindigkeitswerte. Fiir
den Druck sind keine expliziten Vorgaben vorhanden. Da dieser jedoch iterativ
iiber die Druck-Poissongleichung fiir den néchsten Zeitschritt berechnet werden

muss, sind auch hierfiir Randbedingungen notwendig.

Wir betrachten dazu den Grenzfall h — 0. Anhand der konsistenten® diskre-
ten Druck-Poissongleichung kénnen wir am Rand herleiten, wie unsere Berech-
nungsvorschrift in diesem Fall zu interpretieren ist. Genauere Berechnungen zu
den verschiedenen Randméglichkeiten befinden sich im Anhang von [Neckel 05].
Aus den Ergebnissen dieser Rechnungen folgt, dass die Geschwindigkeit und
der Druck die Randbedingungen gerade vertauschen, d.h. wenn u Dirichlet-

Randbedingungen besitzt, hat der Druck p Neumann-Randbedingungen und

umgekehrt.
Jp Ou
- —E—i-,uAu— (u-V)u| aufI'p, (5.29)
Ouy,
P = pgo fnaufI'y. (5.30)

Die Gleichung 5.29 stellt die Dirichlet-Randbedingungen fiir den Druck dar und

5.30 dessen Neumann-Randbedingungen.

Ein numerisches Verfahren ist konsistent, wenn der Algorithmus tétséchlich das gegebene

Problem 16st und nicht ein anderes.
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5.6.2 Anfangsbedingungen

Als veréinderliche Grofle muss neben der Ortsvariablen auch die Zeit beriicksich-
tigt werden. Den Zustand eines Fluids zum Anfangszeitpunkt ¢, der typischer-
weise als tyg = 0 gewahlt wird, wird durch die Anfangsbedingungen beschrieben.
Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt {iber die Randbedingungen fiir den
Druck erwéhnt, reichen uns Vorgaben fiir die Geschwindigkeit. Der Druck wird

passend dazu berechnet.

Wir wollen an dieser Stelle kurz angeben, welche Anfangsbedingungen fiir un-

sere Testszenarien gewahlt werden.

Mit den zu Beginn der Simulation gegebenen Werten fiir die Geschwindigkeit
und den Druck muss, wie fiir jeden weiteren Zeitschritt, die Kontinuitétsglei-

chung erfiillt sein. Die Anfangsbedingungen sollten also divergenzfrei sein.

Der Druck ist bei jedem unserer Szenarien zum Zeitpunkt ¢y mit Null initiali-
siert. Weiterhin sei die Geschwindigkeit zu Beginn der Simulation Null, aufler
am Einlass. Hier miissen bestimmte Geschwindigkeiten in Form von inhomoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben werden. Durch diese, nicht diver-
genzfreie Initiallosung ergibt sich eine Unstetigkeit in den ersten Zeitschritten.
Erst nach einer gewissen Zeit ist die Divergenzfreiheit der Loésung gegeben.
Das wird durch den Zusatzterm VM% mit v = 1 in der diskreten Druck-
Poissongleichung 5.9 geregelt. Anfinglich ist das Stromungsfeld zwar unphysi-
kalisch, was aber nicht stort, weil wir letztlich den Algorithmus bis zur statio-

néiren Losung fortsetzen. Diese ist dann physikalisch korrekt.

5.7 Losungsalgorithmus

In den vorhergehenden Abschnitten wurde folgender Algorithmus fiir die Lésung
der Navier-Stokes Gleichungen entwickelt. Die angewandte Methode fiir die
Druckiteration ist [Neckel 05] zu entnehmen und wir auch in [Knabner 00] er-
klart.
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Algorithmus zur Stromungssimulation

Initialisierung (u,p, At, t=0,n=0)
while ¢t < t.,q do
Berechne F(u) = Du+ C(u)u fiir den n-ten Zeitschritt
while Abbruchkriterium der Druckiteration nicht erreicht, £k = 1,2, ...do
Iterationsschritt auf Druck-Poissongleichung 5.9
MA~'MTp["” = MA~! (C(u)”)ui” + Duf”) - MY
end while
Berechne u fiir den (n + 1)-ten Zeitschritt mit der Finite-Element-Methode
Zeitfortschaltung: t =t+ At, n=n+1

end while
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Kapitel 6

Numerische Durchfiihrung

und Test auf Konsistenz

In diesem Kapitel geht es zunéichst darum, die Matrixeigenschaften fiir die di-
vergenzfreien Ansatzfunktionen zu testen. Die Matrizen miissen dafiir von der
elementweisen in die globale Darstellung umgerechnet werden. Danach wird
tiberpriift, ob der Algorithmus fiir die globale Form der Matrizen seine Aufgabe
richtig erfiillt. Damit sind die Voraussetzungen geschaffen, die diskreten Terme
der Navier-Stokes Gleichungen zu testen. Zudem muss die Erfiilllung der Er-
haltungsséitze mit den jeweiligen Ansatzfunktionen iiberpriift werden. Die mit
den verschiedenen Ansatzfunktionen erreichten Ergebnisse werden anschlieffend
gegeniibergestellt. Dabei steht die Berechnung der kinetischen Energie im Mit-
telpunkt. Im Gegensatz zu der Massen- und Impulserhaltung wird von Interesse
sein, ob sich Unterschiede beim Vergleich der Energieergebnisse der verschiede-

nen Ansatzfunktionen feststellen lassen.

6.1 Globale Darstellungsform der diskreten Terme

Um einige spiter folgende Tests, vor allem die Uberpriifung der Matrixeigen-
schaften von C(u) und D, durchfiithren zu kénnen, ist die globale Darstellung
der Matrizen der diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen erforderlich. Aus
diesem Grund soll hier kurz erklédrt werden, wie das in unserem Programm um-

gesetzt wird.
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Abbildung 6.1: Globale Zellen- und Knotennummerierung anhand eines Beispiels.

°! o’
3. 4‘

Abbildung 6.2: Zellnummerierung fiir eine lokal betrachtete Zelle.

Die Zellen eines Szenarios sind in unserem Programm, wie in Abbildung 6.1
gezeigt wird, von unten nach oben und je Zeile von links nach rechts durch-
nummeriert. Das gleiche gilt auch fiir die Gitterknoten. Diese Nummerierung

nennt sich lexikographische Nummerierung.

Des Weiteren brauchen wir zur Durchfiithrung der Globalisierung auch die Num-
merierung aus unserem Programm fiir eine lokale Zelle. Dies ist in Abbildung
6.2 zu sehen. Hierbei handelt es sich um eine lexikographische Nummerierung

von oben nach unten.

Von diesen zwei Grundlagen ausgehend, wird in dem Algorithmus fiir die Trans-
formation von lokaler in globale Matrix eine Zelle mit globaler Nummerierung
nach der anderen abgelaufen, wobei in einem 4x1-Vektor die globalen Gitter-
knotennummern einer Zelle gespeichert werden. Dabei ist zu beachten, dass der

erste Eintrag dem Knoten 1 einer lokalen Zelle, der zweite Eintrag dem Knoten
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Abbildung 6.3: Beispielszenario zur Berechnung einer globalen Matrix.

2 einer lokalen Zelle, usw. entspricht. Angenommen, wir verwenden das Szena-
rio aus Abbildung 6.1 und beginnen mit der Zelle 1, so erhalten wir folgenden

Vektor ¢ fiir die globalen Zellknoten:

N = Ot

Auf die im Vektor gespeicherten globalen Zellknoten werden nun an deren Stelle
in der globalen Matrix die dazugehorigen Werte der lokalen Matrix {ibertragen.
In unserem Beispiel aus Abbildung 6.1 wére die globale Matrix im Fall fiir den
Diffusionsterm oder die Massenmatrix eine 12x12-Matrix. Fiir jede Geschwin-
digkeitsrichtung gibt es also 6 Werte. Zelle 1 beeinflusst somit lediglich die Zeilen
1,2,4 und 5 fiir die Geschwindigkeit u; und die Zeilen 7,8,10 und 11 fiir die
Geschwindigkeit us der globalen Matrix. Fiir eine Darstellung nehmen wir nun
die lokale Massenmatrix A® = a; ; mit 1 <1, < 8. Fiir die globale Matrixzeile
4 miissen wir in der lokalen Matrix die erste Zeile betrachten, da der Knoten 4 in
lokaler Betrachtungsform dem ersten Zellknoten entspricht. Der Term a1 aus
der lokalen Matrix wird an vierter Stelle in der vierten Zeile der globalen Ma-
trix geschrieben. Der zweite Term der lokalen Matrix a2 entspricht in globaler
Darstellung dem fiinften Gitterknoten und wird deshalb an fiinfter Stelle in der

vierten Zeile geschrieben. Nachdem die erste Zelle abgelaufen wurde, sieht die
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globale Matrix A wie folgt aus:

a3 azyq 0 agy aze O0lasz7z azg 0 ags age O
ag3 asa 0 ag1 age O|as7r ass 0 asgs ase O
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
ar3 ai4a 0 ayy a2 Olayr a8 0 a5 aye O
a3 az4 0 ag1 aso O0|ag7 asg 0 ass asg O
A - 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
ars ara 0 ary1 are Olar7r args 0 ars are O
agz asa 0 ag1 age 0O|asy agg 0 ags ase O
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
as3 as4 0 as1 as2 Olas7 asg 0 ass5 asg O
a3 asa 0 ag1 as2 O0|as7 ass 0 ags ase O
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0

Die zwei erwihnten Beispieleintréige sind rot dargestellt.

So fahrt man fiir jeden globalen Gitterknoten dieser Zelle fort. Hierbei ist zu
beachten, dass die Geschwindigkeitseintrage von us nicht aufler Acht gelassen
werden. Dieses Prozedere wird mit jeder Zelle des Gebietes durchgefiihrt, wo-
durch man am Ende des Algorithmus die komplette globale Matrix erhélt. In
unserem Beispiel gehoren die Gitterpunkte 2 und 5 beiden Zellen an. Dadurch
kann es geschehen, dass sich die Eintrége, die sich nach der Berechnung fiir die
erste Zelle ergeben, wieder dndern kénnen. Fiigen wir nun die Daten der zwei-

ten Zelle aus unserem Beispiel in die globale Matrix ein, wiirde das Ergebnis so

), mit

aussehen:

as,3

as3

ai;s

a3

A

a3 4

a33+aq4

a4,3

ai.4

a13+as4

az;3

(

Aul
Ag

as.4

a4,4

a1.4

az.4

Ay
Adr

as,1 a3 2
a4,1 @31+ aq2
0 a4.1
aii a2
a1 Q1,1+ a22
0 az 1

as 2

a4,2

a2

az,2
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as,7 as,;s 0 ass as,6 0
a47 Q37+ 048 Q38 Q45 Q35+ Q46 Q36
0 a47 Q48 0 a45 Q46
Aur = 5
ayr ays 0 ap aie 0
a7 ai7+azg aig G5 ais+azg aig
0 a7 a2y 0 az5 26
ar3 a4 0 a7 ar2 0
ag3 ay3+tas4 ar4 agl ay1+agz ar2
0 as3 as4 0 as,1 g2
Adl — b 9 9 b , und
as.3 as.4 0 as; as.2 0
a3 Q53+ ag4 Q54 QA1 G511+ A2 452
0 a6,3 6.4 0 ag,1 06,2
art ars 0 ars are 0
agy7 arr7+tasgg arsg ags5 Ars -+ age A76
0 as7 asg 0 ass ase
Adr =
as,7 as.8 0 ass as.6 0
a7 Q57+ agg ass Qg5 A55 1+ Age 0A56

0 ag,7 46,8 0 ag5 6,6

6.2 Matrixeigenschaften

Nachdem die Methode zur Berechnung der globalen Matrizen vorgestellt wur-
de, konnen wir an den diskreten Termen der Navier-Stokes Gleichungen Tests
durchfithren. Des Weiteren wird die Matrix Q = MA~'MT7 fiir die Losung der
diskreten Druck-Poissongleichung neu berechnet und mit der im Programm be-
reits vorhandenen verglichen. Anschlieend werden die Geschwindigkeitsterme
der Impulsgleichung noch genauer untersucht. Zum Abschluss findet man eine

Tabelle mit den einzelnen Tests und ihren Ergebnissen.

Da in unseren Rechnungen vorwiegend die gelumpte Massenmatrix zum Einsatz
kommt, wird diese mit A bezeichnet. Sollte einmal die vollstéindige Massenma-

trix verwendet werden, wird darauf hingewiesen.

Weil eine gelumpte Massenmatrix diagonal ist, kann man diese explizit inver-
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tieren, wodurch Speicher- und Rechenkosten eingespart werden. Dies lohnt sich

gegeniiber dem Verlust an Genaugikeit.

6.2.1 Matrix Q

Fine notwendige Voraussetzung zur richtigen Berechnung von Q ist die Erfiillung
der Massenerhaltung, also Mu = 0. Da u eine globale Variable ist, muss auch
M als globale Matrix geschrieben werden. Dabei wird M in zwei Teilmatrizen in
x1- und zo-Richtung zerlegt. Wir erhalten somit M, und M,, als globale Teile
von M. Zur Uberpriifung der Massenerhaltung haben wir einen Geschwindig-
keitsvektor aufgestellt, mit dem die Divergenzterme multipliziert werden. Das

Ergebnis erfiillt die Massenerhaltung;:
Mxlul + MIQUQ =0. (61)

Die Zweiteilung bei M geschieht, damit man die gelumpte Matrix A bei der
Berechnung von Q(= MA~'MT)! 2 auch in beide Koordinatenrichtungen un-
terteilen kann. Damit werden unnétige Multiplikationen mit Null vermieden.
Zu beachten ist jedoch, dass dies nur moglich ist, wenn die globalen Matrizen

in vier Teilmatrizen eingeteilt werden konnen:

By 0
B = .
0 By

Durch diese reduzible® globale Darstellung kann Q als eine direkte Summe der
irreduziblen Teilmatrizen berechnet werden:

Q = M, A 'M? +M,,AMT.

1 2

Die Matrizen A,, und A,, sind identisch. Im Anschluss an diese Berechnung
wird das neu erhaltene Q mit dem im Programm lokal aufgestellten Q vergli-

chen. Dieser Vergleich erfolgt beim Nischenstromungsszenario und dem freien

'Im Normalfall spielt die Breite h der Zellen bei den einzelnen Matrizen auch eine Rolle,

doch in diesem Fall hat sich diese herausgekiirzt: Q = th%AfthT
2Da wir mit der gelumpten Matrix A rechnen, haben wir unser Q in Q umbenannt.
3Eine dxd-Matrix B = (bs;) mit 1 < 4,5 < d heiBit reduzibel, wenn eine Zerlegung von

{1,2,...,d} in nicht leere Mengen G und G’ exisitiert, so dass b;; = 0 fiir alle i € G und
j € G’ gilt, und sonst irreduzibel.
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Kanal fiir mehrere Gebietsgréfien und hat bei allen durchgefiithrten Tests ei-
ne Ubereinstimmung der beiden Matrizen ergeben (Tests bis zu 50250 Gitter

Szenarien und fiir einen 10220 Kanal).

6.2.2 DMatrix A

Die Aufstellung des globalen A bereitet keine besonderen Schwierigkeiten, da

wir wissen, dass A;, und A,, gleich sind und der Rest Null sein muss. Daraus

folgt:
A= A, O
0 A, )

Diese globale Matrix wird mit der von Anfang an komplett globalisierten Ma-

trix verglichen. Das Ergebnis ist, wie gewiinscht, gleich.

Vergleicht man nun die gelumpte Massenmatrix mit den wahren Massenma-
trizen, die durch die beiden Ansatzfunktionen entstehen, ist das Ergebnis, wie

erwartet, nicht identisch. Anhand der Tabelle 6.1 sieht man, dass der Fehler

A — Al A — Al
Hohe h fiir bilineare fiir divergenzfreie

Ansatzfunktionen | Ansatzfunktionen

: 0.0516 0.0425
3 0.0136 0.0114
= 0.0035 0.0029

Tabelle 6.1: Vergleich der gelumpten Massenmatrix A mit den echten Matrizen A der
verschiedenen Ansatzfunktionen.

ungefihr im Bereich von O(h?) liegt. Bei grober werdendem Gitter bedeutet

dies, dass der Fehler exponentiell steigt.

Nachdem A und M globalisiert wurden, miissen auch die Matrizen C¢(u) und

D¢ in ihre globale Form gebracht werden.
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6.2.3 Matrix D

Die Diffusionsmatrix D wird auch zuerst in den einzelnen Koordinatenachsen
x1 und z9 globalisiert, wobei die entstehende Matrix der x1-Richtung gleich der

Matrix aus xo-Richtung ist. D sieht wie folgt aus:

b - (P O
0 D, |

Diese Aufstellung wird auch, wie bei der Massenmatrix, mit der komplett global

aufgestellten Diffusionsmatrix verglichen. Die Matrizen sind identisch.

Um die Symmetrieeigenschaft von D zu tiberpriifen, reicht es, D,, auf Sym-
metrie zu testen. Wie erwartet erhalten wir fiir den freien Kanal und die Ni-
schenstromung im Fall der divergenzfreien Ansatzfunktionen die gewiinschte
Symmetrie. Auch die nicht erfiillte Symmetrie bei den bilinearen Ansatzfunk-

tionen war vorherzusehen.

6.2.4 Matrix C(u)

Die Konvektionsmatrix C(u) sollte fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen an-
tisymmetrisch sein. Andert man nach der globalen Aufstellung von C(u) nichts
an der resultierenden Matrix, ist diese Eigenschaft nicht erfiillt, unabhéingig
davon, ob man sich im freien Kanal oder in einem Nischenstromungsszenario
befindet. Das liegt daran, dass die Randpunkte noch Werte in der Matrix lie-

fern, die sich nicht eliminieren.

Um nun die Antisymmetrie von C(u) zu erreichen, werden alle untereinan-
der abhingigen Dirichlet-Randpunkte Null gesetzt. Dirichletknoten sind dann
voneinander abhéngig, wenn diese eine gemeinsame Kante besitzen. In der
Abbildung 6.4 ist beispielsweise ein Szenario mit Dirichlet-Randknoten dar-
gestellt. Diese sind mit der Farbe Rot gekennzeichnet. Im Nischenstrémungs-
szenario ist der Knoten 6 ein Dirichlet-Randknoten, im freien Kanal jedoch
ein Neumann-Randknoten. Betrachtet man nun die Gitterpunkte der Abbil-
dung 6.4 erstmal nur mit Dirichletrdndern, sieht man, dass zum Beispiel die
Dirichlet-Randknoten 1 und 4 voneinander abhéingig sind. Zur Darstellung der
Verénderung der globalen Matrix C(u) sei diese wie in Abbildung 6.5 darge-
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Abbildung 6.4: Randknotenkennzeichnung fiir die Erklirung welche Elemente der
Matrix C(u) der divergenzfreien Ansatzfunktionen eliminiert werden miissen, damit
die Antisymmetrie erreicht werden kann.

000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 Cyu4q Cyus 0 C4u7 Cugs 0000 0 0 0 Cy16 Ca7 0
000 Csa4 0 Cs56 Cs,7 0 C59000 0 0 Cs,16 Cs,17 Cs,18
000 0 Cs5 Cea,6 0 Cgs Cg9 000 0 0 0 0 Cg,17 Cs,18
000 Cry Crs 0 Cr7 Crs 0000 Cri3z Craa 0 0 0 0
000 Cgy 0 Cgg Csr 0 Cgog000 Cgis Csia Csis 0 0 0
Cu) _ 000 0 Cog5 Cop 0 Cgg Cg9go 000 0 Co14 Co15 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 Ci13,7 C13,8 00 0 C13,13 C13,14 0 Ci13,16 C13,17 0
000 0 0 0 C14,7 C14,8 C14,9 000 C14,13 0 C14,15 Ci4,16 0 Ci4,18
000 0 0 0 0 Ci5,8 C159 000 0 C15,14 C15,15 0 C15,17 C15,18
000 Ci6,4 Ci6,5 0 0 0 0000 Ciy6,13 C16,14 0 C16,16 C16,17 0
000 Ci7,4 C17,5 C176 0 0 0000 Ci7,13 0 Ci7,15 C17,16 0 Ci7,18
000 0 Ci1s,5 Ci18,6 0 0 0000 0 Ci1s,14 Ci18,15 0 C18,17 C18,18

Abbildung 6.5: Die Konvektionsmatrix C(u) fiir ein 22:2 Nischenstrémungsszenario.

stellt. Die Eintrage 1, 4, 10 und 13 der ersten, vierten, zehnten und dreizehnten
Zeile miissen in der globalen Matrix C(u) auf Grund der Abhéngigkeit von
Knoten 1 und 4 Null gesetzt werden (in unserem Fall sind die Elemente 1
und 10 in jeder Zeile bereits Null). Die Matrix ohne diesen reellen Eintrégen
(in rot gekennzeichneten) und allen anderen voneinander abhéngigen Dirichlet-
Randknoten wird in Abbildung 6.6 dargestellt. Testet man nochmals die Matrix

auf Antisymmetrie, erhilt man diese fiir das angegebene Beispiel? aber nur un-

4Diese Beispielmatrix hat besonders wenige Eintriige, da wir nur einen inneren Knoten

haben der fiir Werte sorgt.
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000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 Cas 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 C54 0Cs56 Cs,7 0 C59000 0 0 0 Cs5,16 Cs5,17 Cs5,18
000 0 Cg,5 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 Crs O 0 0 0000 0 Cr14 0 0 0 0
000 0O ) 0 0 0000 0 Cg 14 0 0 0 0
Ca) = 000 0 Cos5 O 0 0 0000 0 Co14 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0 0o o 0 0 0000 0 Ci3,14 0 0 0 0
000 0 0 0 C14,7 C14,8 C14,0 00 0 C14,13 0 C14,15 C14,16 0 Ci14,18
000 0 0o o 0 0 0000 0 Cis,14 0 0 0 0
000 0Ci65 O 0 0 0000 0 Ci6,14 0 0 0 0
000 0Ci75 O 0 0 0000 0 0 0 0 0 0
000 0Cigs 0 0 0 0000 0 Cig,14 0 0 0 0

Abbildung 6.6: Die Konvektionsmatrix C(u) aus Abbildung 6.5 mit zu Null gesetzten
Dirichlet-Randknotenelementen.

ter Verwendung der divergenzfreien Ansatzfunktionen. Bei Szenarien, die aus-
schliefllich Dirichletréinder haben, ist diese Antisymmetrie nach mehreren Tests
auch generell zu bestétigen. Bei den bilinearen Ansatzfunktionen ist auf diese
Weise keine Antisymmetrie erreichbar, da sich im Inneren noch Eintréige befin-

den die sich bei der Berechnung C(u) 4+ C(u)” nicht wegheben.

Im freien Kanal ist bei keiner der beiden Ansatzfunktionen die Antisymmetrie

zu erreichen. Dies ldsst sich wie folgt erkldren:

In einer Nischenstromung bestehen die Rénder ausschliellich aus Dirichlet-
Randknoten welche sich durch Nullsetzen wegheben. Bei einem freien Kanal
hingegen, existieren auch Neumann-Randknoten am Ausgang, die bei der Abén-
derung von C(u) nicht Null gesetzt werden und somit noch in der Matrix stehen
bleiben. In unserem Beispiel wéren dies alle Elemente mit einem Index 6 oder
15.

Da wir uns mehr auf das Verhalten des Fluids im Inneren des Gebiets kon-
zentrieren, haben wir uns die Abénderung von C(u) erlaubt. Inwieweit hierfiir

mahtematische Begriindungen gegeben werden kénnen, soll hier offen bleiben.
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6.2.5 Term F

Im urspriinglichen Programm wird F = C(u)u + Du lokal berechnet. Ziel ist

es, dass das globale F numerisch mit dem lokalen F iibereinstimmt.

Um dies zu iiberpriifen, werden zwei Tests angewandt, wobei diese einmal
fiir verschiedene Nischenstromungsszenarien und zum zweiten fiir verschiede-
ne freie Kanéle durchgefithrt werden. Bei diesen Tests ist bei den Ergebnissen,
unabhéngig davon, ob die Werte iiber bilineare oder divergenzfreie Ansatzfunk-

tionen approximiert werden, kein Unterschied zu erkennen.

Zuerst wird das globale F' mit den noch unverénderten Matrizen C(u) und D
berechnet und mit dem lokal aufgestellten F verglichen. Dieser Test fillt zufrie-

denstellend aus.

Bei einem zweiten Test werden zuerst bei dem lokalen F die Dirichletknotenele-
mente Null gesetzt. Fiir die Aufstellung des globalen F’s werden bei den Matri-
zen C(u) und D die Eintrige, die ausschliefilich von Dirichletknoten stammen,
wie bereits im vorhergehenden Abschnitt an der Matrix C(u) gezeigt, durch
Nulleintrage ausgetauscht. Auflerdem wird noch iiberpriift, ob die Matrix D
ihre Symmetrie behalten hat, was bestétigt werden kann. Im Anschluss daran,
setzt man bei dem entstehenden globalen F ebenfalls die Dirichletknoten gleich
Null und vergleicht die beiden F’s miteinander. Erneut sind diese, wie erwartet,

identisch.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes werden noch die Tabellen 6.2 und 6.3 auf-
gefiihrt, in denen die Testergebnisse fiir die verschiedenen Ansatzfunktionen zu
sehen sind. Hierbei wird der Test mit der abgednderten Matrix C(u) durch-
gefiihrt. Aufgrund einer quadratischen Form eines Gebietes kénnen Symme-
trieeffekte vor allem bei groben Gittern entstehen. Dadurch kénnen die Test-
ergebnisse eventuell nicht auf anders-féormige Szenarien verallgemeinert wer-
den. Deshalb werden die Tests aus Sicherheitsgriinden auch auf rechteckigen
(in Einstromrichtung x; lingere Randkanten als in Richtung z9) Testszenarien

durchgefiihrt.
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Uberblick der Tests

fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen

Tests Driven Cavity Free Channel

quadratisch | rechteckig | quadratisch | rechteckig

Test von Mu =0 Vv vV Vv vV
Test von A Vv Vv Vv v
Test D = D Vi Vv v v
Test C = —CT Vv V + +
Test von F Vv vV Vv vV

Tabelle 6.2: Checkliste der Matrizen-Tests fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen

Uberblick der Tests

fiir die bilinearen Ansatzfunktionen

Tests Driven Cavity Free Channel

quadratisch | rechteckig | quadratisch | rechteckig

Test von Mu = 0 Vv Vv N4 Vv
Test von A V vV vV V
Test D = DT + + + Vz
Test C = —C7T W + W +
Test von F Vv vV Vv vV

Tabelle 6.3: Checkliste der Matrizen-Tests fiir die bilinearen Ansatzfunktionen

6.3 Massenerhaltung

Das Ziel dieser Arbeit ist das Uberpriifen der Erhaltungsitze unter der An-
wendung der verschiedenen Ansatzfunktionen. Darin sollte sich ein Unterschied
erweisen, so daf} die neu entwickelten divergenzfreien Ansatzfunktionen ein bes-
seres Resultat liefern. Als ersten Erhaltungssatz betrachten wir die Massener-
haltung. Durch die Kontinuitatsgleichung sollte diese bereits fiir beide Ansatz-
funktionen erfiillt sein. Da unser Algorithmus auf der Chorinschen Projektions-
methode [Chorin 68] basiert, wird im Fall eines Fehlers bei der Massenerhaltung

dieser durch den Term vM UX? mit v = 1 in der Druckiteration korrigiert. Es
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muss somit auf diesen Erhaltungssatz nicht weiter eingegangen werden.

Die Impulserhaltung und Energieerhaltung sollen in den folgenden Abschnitten
analysiert werden. Dazu betrachten wir vorwiegend das Nischenstromungssze-
nario, nachdem wir bei diesem die Antisymmetrie von der Konvektionsmatrix

C(u) durch eine kleine Abénderung herstellen konnten.

Bevor man sich mit der Evaluierung der Testdaten beziiglich der Erhaltungssétze
befasst, muss die Stationaritéit des Testszenarios gegeben sein. Diese wird meist
nach einer gewissen Anzahl von Zeitschritten erreicht. Davor miissen die Erhal-
tungsséitze nicht zwingend erfiillt sein, denn durch die in Kapitel 5 definierten
Anfangswerte unserer Szenarien erhalten wir einen Simulationsstart mit einer

nicht divergenzfreien Initiallésung.

6.4 Impulserhaltung

In diesem Abschnitt wird die Uberpriifung der Impulserhaltung im freien Kanal
unter Anwendung der zwei verschiedenen Ansatzfunktionen der Finite-Element-
Methode durchgefiihrt.

Dieser Erhaltungsatz kann, wie iiblich, nur in einem stationéren Szenario erfiillt
sein. Die Impulserhaltung sagt nichts anderes aus, als dass die Gesamtkraft bzw.
die Summe der Kréfte Null sein muss. Im Nischenstromungsszenario setzt sich
diese Kraft ausschliefllich aus den Kréften an der Wand zusammen. Im Fall des
hier zu betrachtenden freien Kanals handelt es sich um die Kréfte am Eingang
und an der Wand.

Da die Gesamtkraft aus den Termen C(u)u, Du und M”p zusammengesetzt
ist, muss ihre Groflenordnung ungefihr im Bereich der Geschwindigkeits- und
Druckénderung liegen. Um die Anderung der beiden Variablen u und p zu
bestimmen, berechne man die L2-Norm von der Differenz von u des vorherge-
henden und des jetzigen Zeitschrittes und ebenso die L2-Norm von der Differenz
von Vp des vorhergehenden und des jetzigen Zeitschrittes. Die Potenzen der
Kraft- und L2-Norm-Werte diirfen sich um +2 bis —2 unterscheiden. Diese
Festlegung ist abhéngig von der Wahl der Gitterbreite h und kann somit im

Allgemeinen variieren.
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Wenn also u und Vp noch nicht stationér geworden sind, kann die Gesamtkraft
auch noch nicht Null sein, nachdem sich diese Aussage auf den stationéren Fall
bezieht. Insgesamt sind unsere Rechenergebnisse beziiglich der Impulserhaltung

zufriedenstellend. Einzusehen sind diese im Anhang D.

Die ersten Tests fithren wir mit unserem zu Grunde gelegten Einlassprofil, ei-
ner Parabel mit dem Maximum 1,5 und Reynolds-Zahl 1, durch. Fiir 3z3-
Szenarien verwenden wir die Zeitschrittweite At = 0.01 und fiir 4z4-Szenarien
ist At = 0.005. Zusétzlich iiberpriifen wir noch, ob es eine Verbesserung bei der
Kraftberechnung gibt, wenn man das Einlassprofil in mehreren Schritten zum
vollen Profil werden lasst. Dies gelingt jedoch nicht, da sich der Kanal nach
10 Zeitschritten so verhélt, wie nach 0 Zeitschritten mit sofortigem Gesamt-

Einlassprofil.

Die in Anhang D angegebenen Wertetabellen sind fiir die unterschiedlichen An-

satzfunktionen, Einlassprofile und verschiedene Zeitschritte angegeben.

6.5 Energieerhaltung

Die aufwendigste und interessanteste Aufgabe dieser Diplomarbeit ist die Uber-
priifung der Energieerhaltung, genauer gesagt der kinetischen Energie. Um diese

zu testen, bedarf es einiger Rechnungen und Erklarungen.

Im Allgemeinen basieren die in diesem Abschnitt gezeigten Formeln auf dem
Buch [Gresho 98]. Wir rechnen allerdings mit vereinfachten Formeln, da wir
die Volumenkréfte und Krifte auf dem Neumannrand aufier Acht lassen. Die-
se Aufgabe ist deswegen von Interesse, da wir uns von den zwei verschiede-
nen Ansatzfunktionen der Finite-Element-Methode unterschiedliche Ergebnisse
erhoffen. Erwartet wird eine Energieerhaltung durch die divergenzfreien An-
satzfunktionen, was von den bilinearen Elementen nicht zwingend erfiillt sein

muss.
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6.5.1 Herleitung der Formel

Die kontinuierliche Anderung der kinetischen Energie wurde bereits in Ab-
schnitt 3.3 dargelegt. Hier noch einmal die zwei wichtigsten Formeln:
d 1 0
~_E = = —(u) - ud 2
GE = 5 [ pgw-uav (62)
d 1 7
—F = p —(u-V)u—-u-Vp+ —(Au)-u) - udV. (6.3)
dt Q p P

Da die Ableitung der Energie nach der Zeit im Diskreten, wie bereits in Glei-
chung 5.15 dargestellt, mit %%(UTAU) berechnet wird, kénnen wir unter Ver-

wendung der diskreten Variante von 6.3 folgende Gleichung aufstellen:

(uTAu) = ul (—=C(u)u — Du + MTp) (6.4)

NN
Sl

Um die Erhaltung der kinetischen Energie zu iiberpriifen, miissen wir noch
die Krifte, die am Dirichletrand wirken, in die Gleichung einbeziehen. Dies
geschieht, indem wir diese als f auf die rechte Seite der Impulsgleichung 4.9

schreiben:
Au; + C(u)u+Du—-M'p = f. (6.5)

In [Gresho 98] sind in f zusétzlich zu den ,Reaktionskréften” am Dirichletrand
die Krifte am Neumannrand und die Volumenkrifte einbezogen. In unserem
Fall finden diese zusétzlichen Krifte keine Beachtung bei der Berechnung der

Energiedinderung.

Durch das f dndert sich auch die nach der Zeit abgeleitete kinetische Energie.

Da wir die Erhaltung dieser erreichen wollen, bleibt zu testen, ob
u? (C(u)u+ Du— MTp) —ulf = 0 (6.6)

gilt.

Da nach Abschnitt 6.3 die Kontinuitétsgleichung erfiillt sein muss, also Mu = 0
und somit auch u'M? = (Mu)T = 0 ist, kann man den Druckterm u’M”p
in der Energieableitung nach der Zeit weglassen. Dies wird auch im Programm

getestet, indem man die einzelnen Bestandteile der Energieerhaltungsrechnung
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separat betrachtet. Im stationdren Fall ist der mit u multiplizierte Druckgradi-

ent numerisch Null.

Héatten wir fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen tatséchlich eine antisym-
metrische Konvektionsmatrix C(u), kénnte man den Term u” C(u)u bei der
Uberpriifung der Energieerhaltung ebenfalls weglassen, da durch die Antisym-

metrie

gilt:

uTC(u)u skalarerWert (uTC(u)u)T = uTC(u)TuTT
= u/(-C(u)u = —u’'C(u)u (6.8)
Gleichheit kann in Rechnung 6.8 nur gelten, wenn u? C(u)u = 0 ist.

Allerdings haben wir nur durch eine Abénderung von C(u) eine Antisymmetrie
erreicht, jedoch nur fiir die Nischenstromung. Deshalb belassen wir den Kon-

vektionsterm der Energiednderung in deren Berechnung.

Letzten Endes sieht die Gleichung fiir die Anderung der kinetischen Energie

folgendermaflen aus:

u? (C(u)u+ Du) —u’f = 0. (6.9)

6.5.2 Formel fiir

Fiir den Test der Energieerhaltung besitzen wir durch den Lésungsalgorithmus
fiir die Navier-Stokes Gleichungen alle nétigen Terme, mit Ausnahme von f. In
diesem Abschnitt soll die dafiir nétige Formel aufgestellt werden, welche auch

in [Gresho 98] wieder zu finden ist.

Bei der Berechnung von f beschrinken wir uns zuerst auf die Koordinatenrich-
tung x1; denn fiir z9 sieht die Berechnungsweise genauso aus. Es wird nun der
N-dimensionale Vektor f;,, wobei N der Anzahl der Gitterpunkte des gewé&hl-

ten Szenarios entspricht, berechnet.

In unserem dazugehorigen Verfahren haben wir, wie bereits erwahnt, festgelegt,
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die Volumenkrifte und die entstehenden Kréfte am Neumannrand auszuklam-
mern. Somit flieBen ausschlieflich die Reaktionskrifte F,, vom Dirichletrand
in die Berechnung von f;, ein. Hier ist die Formel fiir ein Element ¢ des Vektors

f;, gegeben:

£, "V, dS. (6.10)

177: F(L(‘)L1>
Dabei sei (;51(3:1) wieder die entsprechende Ansatzfunktion. Um diese Gleichung
l6sen zu konnen, miissen wir natiirlich zuerst F,, berechnen. Nach [Gresho 98]

sieht die Formel hierfiir wie folgt aus:
~ N ~
j=1

Dabei entspricht le,j den Kraftkomponenten in xi-Richtung an den Gitter-

punkten.

Wir setzen nun 6.11 in die Gleichung 6.10 ein, ziehen die Summe tiber die Kréfte
aus dem Integral heraus und erhalten somit folgende Formel zur Berechnung
von £, ;:

Fu

(#1) ((=1)
J Fm)qﬁi gbj ds. (6.12)
D

3
fa)1,i

7j=1

Dass die Summe nur von 1 bis 3 geht, ist etwas Symbolisches. Es steht dafiir,
dass nur der Randknoten selbst und seine benachbarten Randknoten auf diese
Berechnung Einfluss nehmen und sich somit maximal drei Anteile auf einen

einzelnen Term von f;, auswirken.

Zu den Berechnungen des Integrals und der Kraftwerte f‘ml’i kommen wir in

den folgenden Abschnitten.

6.5.3 Herleitung der dazugehorigen Massenmatrix am Rand

In diesem Abschnitt wollen wir den Integralterm aus der Gleichung 6.12 behan-
deln. Dieser kann in Form einer Massenmatrix lokal direkt aufgestellt werden.

Die Berechnung dieser Matrix soll hier geschehen.
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H;, 1 H; Hi

LXK

i—1 i i+1

> Rand

Abbildung 6.7: Hiitchenfunktion: zweidimensionale Ansatzfunktion fiir die Berech-
nung der Massenmatrix am Rand I'p

In unserem Fall sieht die lokale Massenmatrix, die wir mit A%D bezeichnen wol-
len, fiir jede Zelle gleich aus. Mit ihr lédsst sich leicht rechnen. Die Rechenzeit

des Programmes erhoht sich somit nicht mehr als notig.

Da das Integral letztendlich nur iiber die Kanten zwischen Dirichlet-Randknoten
integriert, ist die Berechnung der einzelnen Werte der Matrix auch nicht beson-
ders schwierig und aufwindig. An und fiir sich befinden wir uns im Eindimen-
sionalen. Allerdings kann man das Integral als eine Flachenberechnung interpre-
tieren. Man integriert iiber die sogenannte Hiitchenfunktion, die in Abbildung
6.7 geometrisch dargestellt ist. Die H;’s dieser Abbildung bezeichnen die ein-
zelnen Hiitchen. Dabei sieht man, dass bei den einzelnen Punkten genau das
dazugehorige Hiitchen, das einzige ist, das nicht Null ist. Die Bezeichnung Rand
ist auf unsere spezielle Betrachtungsweise in den Szenarien zuriickzufithren. Es
wird schliellich am Rand mit dieser Funktion gerechnet bzw. mit den Dirichlet-

punkten, die sich am Rand des speziellen Szenarios befinden.

Sodann ist, eine passende lokale Matrix fiir das Integral unserer Formel auf-
zustellen. Diese wird sich auf zwei Randpunkte beziehen, die gemeinsam eine

Randkante bilden.

Um die Randrechnungen zu veranschaulichen, entnimmt man Abbildung 6.7 ein
Randstiick zwischen zwei Knotenpunkten, Wie in Abbildung 6.8 dargestellt. Da

das Randstiick einer Zellkante entspricht, hat dieses somit die Lénge h.

Nun zur Berechnung der Eintrége fiir die elementweise Massenmatrix Af. , die
das Integral in der Gleichung ersetzen wird. Die Gerade a = 7 und die Gerade

b= 1~ 7 aus Abbildung 6.8 sind unsere ¢§x) des Integrals.
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0 h

Abbildung 6.8: Ausschnitt der Hiitchenfunktion fiir eine Randkante der Linge h.

Es folgt die Berechnung der einzelnen Teilintegrale fiir die zukiinftigen Elemente

der Massenmatrix A%D :

Die letzten beiden Ergebnisse entsprechen den Diagonalelementen der Matrix.
Zur Berechnung der zwei anderen Matrixelemente, die auf Grund der Vertausch-

barkeit der Teilelemente in der Berechnung identisch sind, gilt:

h h 2 2 31h
T T T T T h
/0 p (L= )de /0 no Rzt [Qh 3h2}0 6

Mit diesen Berechnungen erhalten wir fiir die Matrix A} folgendes Ergebnis:

ae _ b1 12
o3 12 1

Auch wenn bei unseren Berechnungen die Randkanten der einzelnen Zellen
integriert werden, wird in der Formel an sich der Wert fiir jeden Dirichlet-
Randknoten berechnet. Eine weitere Veranschaulichung, welche Werte bei ei-
nem Punkt eingehen, wenn er ein Dirichlet-Randpunkt von zwei Randkanten

ist, zeigt uns die Skizze in Abbildung 6.9.
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Wl
ol

D WY

Abbildung 6.9: Integrationswerte fiir einen Dirichletknoten von zwei Randkanten

o
o>

6.5.4 Invertieren der Massenmatrix

In diesem Abschnitt behandeln wir die Invertierung der Massenmatrix Af .
Diese bzw. ihre globale Form ist fiir die Berechnung von le notwendig. Wir
beschrianken uns in Gleichung 6.5 auf das Element ¢ und setzen auf der rechten

Seite die Formel aus Gleichung 6.12 ein. Damit erhalten wir:

3
At +[C(u) + Dju—MTpl,,; = > F, / oS, (6.13)
j=1 I'p
Nachdem das Integral der lokalen Massenmatrix Af. = entspricht, muss diese
durch Invertieren auf die andere Seite gebracht werden, damit man ];"xl,i be-
rechnen kann. Will man jedoch gleich den gesamten Vektor f‘xl berechnen, muss
zuerst die Matrix A},  globalisiert werden. Vorerst werden ein paar Uberlegun-

gen zum Thema Masslumping angestellt.

Bei unserer Massenmatrix A verwenden wir die gelumpte Version. Bei der Mas-
senmatrix A%D muss noch iiberpriift werden, ob sich dies lohnt. Vorerst wird
mit der wahren Matrix Ar,, gerechnet. Im néchsten Kapitelabschnitt wird eine
kleine Fehlertabelle erstellt, um die Fehleranfilligkeit fiir die Verwendung der
gelumpten Matrix darzustellen. Wenn der Fehler nicht all zu grof ist, konnen
wir dem Programm das Rechnen erleichtern, indem wir tatséchlich die gelump-
te Matrix Ar, verwenden.

Im lokalen Fall erhalten wir lediglich die Einheitsmatrix mit dem Faktor % da-
vor. Die global gelumpte Matrix entspricht einer Einheitsmatrix der Dimension

N multipliziert mit der Hohe einer Zelle:

Ar, = hly, (6.14)
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denn die Summe der einzelnen Zeilen von Ar,, bildet die Umkehrung des vor der
Matrix stehenden Terms mit Ausnahme der Hohe h. Diese darf nicht vergessen
werden. Die Versuchung, beim Aufstellen der Matrizen den Einfluss der Hohe

der Zellen auler Acht zu lassen, ist allerdings grof3.

6.5.5 Uberpriifen der Resultate

Wir kommen zuriick zu unserer urspriinglich gewollten Berechnung von le.
Dabei gehen wir zu dem gesamten F iiber, d.h. das F mit beiden Koordinaten-
richtungen 1 und . Dieses kénnen wir berechnen, indem wir Gleichung 6.13
komplett und nicht elementweise aufstellen und die somit globale Massenmatrix

Ar,, durch Invertieren auf die andere Seite bringen:
F = Arl [Au+(C(u)+D)u—-M'p]. (6.15)

Die globale Matrix Ar,, ist in unseren Simulationsbeispielen immer singulir®.
Deshalb ist es notwendig, zu iiberpriifen, ob diese im Programm anwendbar
ist. Dazu berechnen wir F einmal mit der globalen Matrix Ar,, und reduzieren
das Ergebnis auf die Dirichletknotenelemente. Zur Veranschaulichung nehmen
wir wieder die Abbildung 6.4 als Beispiel, wobei alle Rénder mit Dirichlet-
Randbedingungen definiert sind. Wir stellen den Vektor F, wie eben beschrie-
ben, auf. Allerdings reicht es uns, dieses zur Veranschaulichung fiir die Koordi-

natenrichtung x; durchzufiihren:

T
Fio= (h b fs fo 5 fo Jr s fo) - (616)

Reduziert nennen wir den Vektor nun F . Dieser sieht wie folgt aus:

~ T
Fi, = <f1 fa fs fo fo fr fs f9> : (6.17)

Ein anderes Mal berechnen wir F, indem wir die fiir die Rechnung benétig-
ten Terme im Voraus auf die Dirichletknotenelemente kiirzen (auch die globale
Massenmatrix) und somit eine nicht mehr singuldre Matrix Ap, haben. Wir

erhalten sofort den Vektor:
- . . T
Fim = (A b B i fo o B Bo) (6.18)

Eine quadratische Matrix B ist singulir, wenn nicht alle Zeilen linear unabhingig vonein-

ander sind.
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If = (Flr, =M plr,,) 2 =0

Freier Kanal Nischenstromung

GittergroBe || divergenzfrei | bilinear | divergenzfrei | bilinear

3x3 V Vv Vv v
4zd v v v v
8x8 V Vv Vv v

Tabelle 6.4: Testergebnisse zur Uberpriifung unserer These aus Gleichung 6.20.

Nach mehreren Versuchsergebnissen der Berechnung ||F,, — F,,||2, die immer
Null liefern, sind wir zu der Schlussfolgerung gekommen, dass die beiden Vek-

toren iibereinstimmen.

Da wir von einem stationdren Zustand ausgehen, fillt der nach der Zeit ab-
geleitete Term in Gleichung 6.15 weg. Die Konvektions- und Diffusionsterme
lassen sich, wie bereits vorher geschehen, zu F zusammenfassen. Die Berech-
nungen beziehen sich weiterhin nur auf den Rand. Es resultiert daraus folgende

Gleichung;:
F = Al (Flr, —M'plr,). (6.19)

Im Fall der wahren globalen Matrix Ar, wurde inzwischen folgende, von uns

aufgestellte These iiberpriift:

f = FAf
6.19 _
= Ar}, (Flr, —M"p|r,) Af,

= Flr, —M"p|r,. (6.20)

Nach mehreren Tests von

||f - (F|FD - MTP|FD) H27

die numerisch fiir die verschiedensten Nischenstromungsszenarien und freien
Kéanale Null ergeben haben, kann die These von uns bestétigt werden. Dies
ist in Tabelle 6.4 zu sehen. Schliellich sollten sich die invertierte Matrix Alfrl)

aus der Berechnung von F und die elementweise Matrix Af. = eliminieren. Dies
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Héhe h | ||Ar, — Arp|l2

;‘»—\ 00| ||
’5‘3‘»—\ 00l [s]—

Tabelle 6.5: Massenmatrix Ar, und ihre gelumpte Version Ar, im Vergleich

ist der Fall und erleichtert somit die Rechnungen im Programm. Jetzt miissen
noch die Elemente von Vektoren, die keine Dirichletknotenelemente sind, Null
gesetzt werden, wie dies bei F|r, + MTp|r,, notwendig ist. Man erspart sich

somit das Aufrufen des externen Programms zur Berechnung von f.

Nun iiberpriifen wir noch die Genauigkeit der gelumpten Matrix AFD. Dazu
vergleichen wir diese mit der globalen Matrix Ar, zu unterschiedlichen Zeit-
schritten mit der euklidischen Norm. In Tabelle 6.5 sind die Ergebnisse fiir
4x4-Szenarien zu finden. Je kleiner die Hohe einer Zelle ist, desto geringer ist
somit der Fehler, der durch Verwenden der gelumpten Massenmatrix entsteht.

Genauer gesagt, ist somit der Fehler gleich der Gitterbreite h.

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Uberpriifung der Ergebnisse fiir die Energie-
erhaltung, die durch die zwei Ansatzfunktionen entstehen. Dazu zeigen wir zum
Abschluss einige Datentabellen, die jeweils die einzelnen Terme der Energieab-
leitung eines Szenarios fiir beide Ansatzfunktionen auflisten. Dabei beziehen
sich die Terme u’Fc,u’ Fp und u’Vp auf die Energieanteile des gesamten
Gebietes Q und die Terme u’fc, u” fp und quvp auf die Energieanteile am
Rand I'p. Weiterhin sieht man in den Graphiken das Verhalten iiber die gesam-
ten Zeitschritte der einzelnen Terme, die zur Berechnung der Energiednderung
beitragen. Vergleicht man die Ergebnisse unter Verwendung der verschiedenen

Ansatzfunktionen, ist kein gravierender Unterschied zu erkennen.

Wie gewiinscht, haben wir bei den divergenzfreien Ansatzfunktionen die Erhal-
tung der kinetischen Energie erreicht. Allerdings haben wir damit gerechnet,
dass dies mit den bilinearen Ansatzfunktionen nicht erfiillt wird. Dies hat sich
jedoch nicht bestétigt. Selbst der Kanal mit Zylinder, der als Hértetest simu-

liert wird, liefert bei beiden Ansétzen ein dhnliches Ergebnis.
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Bei den divergenzfreien Ansatzfunktionen ist die Anderung der Energie auf den
einzelnen Zellen bereits Null. Bei den bilinearen Interpolationsfunktionen ist
dies nur im gesamt betrachteten Szenario der Fall. Dies ist der einzige erkenn-

bare Unterschied, der jedoch bis jetzt keine Verbesserung des Ergebnisses zur

Folge hat.
TS=10000, Re=200
4x4 DC, konstante Geschwindigkeit am Eingang

Messgrofie divergenzfrei bilinear
u'Fc —2.0708e — 17 —2.6864e — 16
u’Fp 1.880618508329841e — 02 | 1.885808429257889%¢ — 02
u’'Vp 0 —2.1684e — 19
u’fc —2.1576e — 17 —1.0192e — 17
ul'fp 1.880618508329899¢ — 02 | 1.885808429267948e — 02
ulfy, 0 0
Energiedinderung —5.794e — 16 —1.0084e — 13

Hierbei befindet sich die Stationaritit im Fall der divergenzfreien Ansatzfunktionen
im Potenzbereich -14(Druck) und -16(Geschwindigkeit) und im Fall der bilinearen
Ansatzfuntionen im Potenzbereich -13(Druck) und -14 (Geschwindigkeit)

Tabelle 6.6: Einzelne Energievariablen fiir den Zeitschritt 10000 und Reynoldszahl 200
fiir das Nischenstromungsszenario (DC) mit konstanter Geschwindigkeit am Eingang

fiir beide Ansatzfunktionen.
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Abbildung 6.10: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir ein 4x4 Nischenstrémungssze-
nario mit konstanter Eingangsgeschwindigkeit Re=200 und TS=10000 mit bilinearen
Ansatzfunktionen
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Abbildung 6.11: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir ein 4x4 Nischenstrémungssze-
nario mit konstanter Eingangsgeschwindigkeit Re=200 und T'S=10000 mit divergenz-
freien Ansatzfunktionen
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TS=10000, Re=200
4x4DC, keine konstante Geschwindigkeit am Eingang
Messgrofie divergenzfrei bilinear
u'Fc —8.0517¢ — 15 | 1.563371571358515¢ — 03
u’Fp 3.459229882522369¢ — 02 | 1.846330501217078¢ — 02
u’Vp 0 —2.6021e — 18
u’fc 1.314447984156355¢ — 02 | 4.895759909493633¢ — 03
ul'fp 1.044548053084774e — 02 | 9.513156724187065¢ — 03
ulfy, 1.100233845847334e — 02 | 5.617760040492571e — 03
Energieéinderung —5.669¢e — 12 —5.669¢e — 12

Hierbei befindet sich die Stationaritit im Fall der divergenzfreien Ansatzfunktionen
im Potenzbereich -12(Druck) und -13(Geschwindigkeit) und im Fall der bilinearen

Ansatzfuntionen im Potenzbereich -11

Tabelle 6.7: Einzelne Energievariablen fiir den Zeitschritt 10000 und Reynoldszahl 200
fiir das Nischenstrémungsszenario (DC) ohne konstanter Geschwindigkeit am Eingang
fiir beide Ansatzfunktionen.

TS=5000, Re=200
4x4FC

Messgrofie divergenzfrei bilinear
u’F¢ —1.1735e — 15 | —1.001380488936118¢ — 11
u’Fp 5.6250e — 02 5.6250e — 02
u’Vp —2.6021e — 18 6.0715¢ — 18
ul'fc 2.4927e — 16 1.837727886533358¢ — 12
u’'fp 7.031249999999992¢ — 03 7.031249999972858¢e — 03
ulfy, 4.921874999999941e — 02 4.921874998977108e — 02
Energiednderung —8.1879%9¢ — 16 —1.595b0e — 12

Hierbei befindet sich die Stationaritit im Fall der divergenzfreien Ansatzfunktionen
im Potenzbereich -13(Druck) und -16(Geschwindigkeit) und im Fall der bilinearen
Ansatzfuntionen im Potenzbereich -12(Druck) und -13 (Geschwindigkeit)

Tabelle 6.8: Einzelne Energievariablen fiir den Zeitschritt 5000 und Reynoldszahl 200
fiir den freien Kanal (FC) mit parabolischer Geschwindigkeit am Eingang fiir beide
Ansatzfunktionen.
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Abbildung 6.12: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir ein 4x4 Nischenstrémungssze-
nario mit nicht-konstanter Eingangsgeschwindigkeit mit Re=200 und TS=10000 mit
bilinearen Ansatzfunktionen
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Abbildung 6.13: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir ein 4x4 Nischenstrémungssze-
nario mit nicht-konstanter Eingangsgeschwindigkeit mit Re=200 und TS=10000 mit
divergenzfreien Ansatzfunktionen
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Abbildung 6.14: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir einen 4x4 freien Kanal mit
Re=200 und TS=5000 mit bilinearen Ansatzfunktionen
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Abbildung 6.15: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir einen 4x4 freien Kanal mit
Re=200 und TS=5000 mit divergenzfreien Ansatzfunktionen

83



KAPITEL 6. NUMERISCHE DURCHFUHRUNG UND TEST AUF

KONSISTENZ
TS=500, Re=20
220x41 Zylinder im Kanal

Messgrofle divergenzfrei bilinear
u'Fc —1.641862592736609¢ — 05 | —2.340520640187022¢ — 05
u’Fp 5.876050723892489¢ — 03 5.828909747995229¢ — 03
u’'Vp —7.100988781671997e¢ — 12 | —6.858244290230841e — 12
u’fc —1.487223610228486e — 06 | —2.310319248451517e — 06
ul'fp 6.724605391443787¢ — 06 6.701545330079900e — 06
ul'fy, 5.852921445701446e — 03 5.799659396018032¢ — 03
Energieéinderung 1.473270482461181e — 06 1.453919493698413e — 06

Hierbei befindet sich die Stationaritdt im Fall der divergenzfreien Ansatzfunktionen

im Potenzbereich -6(Druck und Geschwindigkeit) und im Fall der bilinearen

Ansatzfunktionen ebenso

Tabelle 6.9: Einzelne Energievariablen fiir den Zeitschritt 500 und Reynoldszahl 20
fiir den Kanal mit Zylinder mit parabolischer Geschwindigkeit am Eingang fiir beide
Ansatzfunktionen.

TS=2000, Re=20
220x41 Zylinder im Kanal

Messgrofie divergenzfrei bilinear
u'Fc —1.901075986152014e — 05 | —2.597077785184331e — 05
u’Fp 9.876139636555375¢ — 03 5.828996458353066e — 03
u’Vp 9.5689¢ — 18 1.2336¢ — 17
u’fc —1.487223537535909e — 06 | —2.310319124352792¢ — 06
u’fp 6.724605352766509e — 06 6.701545288550494e — 06
ulfy, 5.851891494878690e — 03 5.798634454337076e — 03
Energiedinderung || —6.505213034913027e — 17 | —5.117434254131581e — 17

Hierbei befindet sich die Stationaritdt im Fall der divergenzfreien

Ansatzfunktionen im Potenzbereich -14(Druck und Geschwindigkeit) und im

Fall der bilinearen Ansatzfunktionen ebenfalls

Tabelle 6.10: Einzelne Energievariablen fiir den Zeitschritt 2000 und Reynoldszahl 20
fir den Kanal mit Zylinder mit parabolischer Geschwindigkeit am Eingang fiir beide

Ansatzfunktionen.
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Abbildung 6.16: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir ein 4x4 Kanal mit Zylinder
mit Re=20 und TS=2000 mit bilinearen Ansatzfunktionen
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Abbildung 6.17: Energie und ihre einzelnen Anteile fiir ein 4x4 Kanal mit Zylinder
mit Re=20 und TS=2000 mit divergenzfreien Ansatzfunktionen
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Kapitel 7
Bewertung des Erreichten

Zum Abschluss dieser Arbeit fassen wir nochmals die Ergebnisse zusammen und

zeigen Ideen fiir weitere Forschungsprojekte auf.

7.1 Zusammenfassende Einordnung der Ergebnisse

Der von uns verwendete Algorithmus zur Lésung der Navier-Stokes Gleichungen
fiihrte alle nétigen Berechnungen mit den lokalen Matrizen der Navier-Stokes
Gleichungen durch. In dieser Arbeit wurden die Berechnungen mit den globalen
Varianten der diskreten Terme durchgefiihrt, um im Anschluss daran die Er-
gebnisse mit jenen auf lokaler Basis zu vergleichen. Wie erwartet, zeigten sich

ubereinstimmende Resultate.

Weiter wurden die geforderten Matrixeigenschaften fiir die divergenzfreien An-
satzfunktionen tiberpriift. Das Ergebnis war, dass die Diffusionsmatrix D die
gewiinschte Symmetrie erfiillt, die Matrix C(u) ihre Antisymmetrie aber nicht.
Dies hat seine Ursache darin, dass die Randpunkte Werte ergeben, die sich bei
der Priifung der Antisymmetrie nicht wegheben. Konzentriert man sich auf das
innere Verhalten eines Szenarios, kann man durch Nullsetzen der voneinander
abhéngigen Dirichlet-Randknoten im Nischenstromungsszenario die Antisym-
metrie erreichen. Im freien Kanal bleiben mit dieser Technik noch Werte von

den Knoten am Ausfluss iibrig.
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Im Anschluss an diese Auswertungen wurde die Erfiillung der wichtigen physi-

kalischen Erhaltungsséitze betrachtet.

Die Massenerhaltung erfiillte sich mit beiden Ansétzen. Dies war zu erwarten,
da die Kontinuitétsgleichung der Navier-Stokes Gleichungen die Massenerhal-

tung zur Simulation voraussetzt.

Bei der Impulserhaltung haben wir mit beiden Ansatzfunktionen im stationéren
Fall eines Szenarios ebenfalls deren Erfiillung vermutet. Nach einer gewissen
Anzahl von Zeitschritten konnte keine Anderung der Kraft mehr festgestellt

werden. Dies ist in den Tabellen im Anhang D zu sehen.

Als letztes betrachteten wir die kinetische Energie. Dabei erkannten wir, dass
der, vom Druck abhéngige, innere Energieterm bei der Berechnung weggelassen
werden kann, da dieser Null ist. Dies ist den Graphiken aus Kapitel 6 zu ent-
nehmen. Wire nun bei den divergenzfreien Ansatzfunktionen C(u) tatséchlich
antisymmetrisch, wiirde der dazugehorige innere Energieterm ebenfalls Null
sein. Da wir aber nicht mit dieser abgewandelten Form von C(u) gearbeitet
haben, wurde dieser Term in unseren Berechnungen und Graphiken mit ein-
bezogen. Fiir die Berechnung der Energiewerte am Rand haben wir Formeln
aus [Gresho 98] kombiniert und dabei Volumenkréfte aufler Acht gelassen. Hier
stellten wir fest, dass diese Energiewerte leicht mit unserem Programm zu be-
rechnen waren. Diese Energie bestand lediglich aus den Randwerten, die sich
durch F — M”p ergaben, was die Rechenzeit erheblich kiirzer hielt, als unter
Verwendung der zusétzlichen Matrixberechnungen. Das Ergebnis fiir die kine-
tische Energie war fiir die zu testenden divergenzfreien Ansatzfunktionen, wie
gewiinscht, Null im stationéren Fall. Das gleiche Resultat erhielten wir auch fiir

die bilinearen Ansatzfunktionen.

Alle gewiinschten Ergebnisse fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen wurden
erreicht. Allerdings ist im Vergleich zu den bilinearen Ansatzfunktionen bislang
keine signifikante Verbesserung zu erkennen. Dies kénnte aus den betrachte-
ten stationdren Ergebnissen erkldrbar sein, insbesondere da Druckeffekte durch
Ungenauigkeit bei der Druckberechnung mit der Verwendung der Cholesky-
Zerlegung vermieden wurden. Da unterschiedlich grofie Szenarien betrachtet

wurden, liegt dieses Ergebnis auch nicht an der Wahl der Gitterweite h. Es ist
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zu vermuten, dass es im stationéren Fall so ist, dass die bilinearen Ansatzfunk-

tionen ebenfalls die kinetische Energie nicht mehr &ndern.

7.2 Ausblick

Um zu einem erwiinschten Unterschied zwischen bilinearen und divergenzfreien
Ansatzfunktionen zu kommen, wire als nichster Schritt denkbar, signifikantere
Stromungsszenarien unter Anwendung der verschiedenen Ansatzfunktionen ge-
geniiberzustellen und die beiden Losungsverfahren mit ihrer Zeitabhéingigkeit

zu vergleichen, also nicht erst im stationéren Fall.

Auf dieser Grundlage konnte beispielsweise in folgende Richtungen weiter ge-

forscht werden:

e Die Simulationen finden in einfachen Szenarien mit quadratischem Git-
ter statt. In den vorhergehenden Diplomarbeiten zu diesem Thema, wie
[Blanke 04], hat man sich auch mit der adaptiven Verfeinerung der Git-
ter im Zweidimensionalen beschéftigt. Somit gébe es die Moglichkeit, mit
diesem Verfahren ahnliche Tests fiir die Erhaltungssétze mit den diver-

genzfreien Ansatzfunktionen durchzufiihren.

e Weiterhin sind Simulationen fiir den dreidimensionalen Fall anzustreben.
Sucht man nach experimentellen Ergebnissen oder numerischen Auswer-
tungen in der Stromungssimulation, finden sich meist Daten fiir dreidi-
mensionale Szenarien. Somit wiirde es sich anbieten, in diesem Bereich
die bilinearen und divergenzfreien Ansatzfunktionen gegeniiberzustellen.
Dabei kénnten auch zeitadaptive Gitter einbezogen werden. Theoretische

und praktische Vorarbeit dazu wurde bereits in [Krahnke 04] geleistet.

e Oft spielt in der Stromungssimulation auch die Temperatur eine grofie
Rolle. Diese wurde in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. Der Ubergang
zur Energiegleichung wire auch eine Erweiterungsmoglichkeit zu unserem

Simulationsthema.
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Anhang A

Erkliarung der Zeichen und

Abkiirzungen

Q Fluidgebiet, Teilmenge des R?

=09 Rand des Gebietes 2

1 erste Ortskomponente

T3 zweite Ortskomponente

t Zeit

u=(wu u )" Geschwindigkeitsvektor

Ul Geschwindigkeitskomponente in z1-Richtung

U9 Geschwindigkeitskomponente in zo-Richtung

Uy, Geschwindigkeitskomponente in Normalenrichtung
Uln Geschwindigkeitskomponente in Tangentialrichtung
I'p Dirichletrand des Gebietes {2

n duere Normale

INN; Neumannrand des Gebietes 2

" dynamische Viskositét

n Normalenvektor

P Druck

F physikalische Kraft am Rand

f Pseudokraft am Rand

fn Pseudokraftkomponente in Normalenrichtung

91



ANHANG A. ERKLARUNG DER ZEICHEN UND ABKURZUNGEN

fJ_n

Ar,
Ar,,
a-b
Ha
oz 5
a
_ (®zg
Va = (Lal)
BED
da __ .
G = Va-n

Pseudokraftkomponente in Tangentialrichtung
Reynoldszahl

Dichte

Volumenkréfte

Spannungstensor zweiter Stufe

kinetische Energie

nullter Zeitschritt

letzter Zeitschritt

kinematische Viskositét

kinematischer Druck

diskreter Geschwindigkeitsvektor

diskreter Druck

Massenmatrix der diskreten Navier-Stokes Gleichungen
Konvektionsmatrix

Diffusionsmatrix

Divergenzoperator

Zeitschrittweite

Breite der quadratischen Zellen

allgemeine Ansatzfunktion

gelumpte Massenmatrix

i-te bilineare Ansatzfunktion

divergenzfreie Ansatzfunktion

Term der Druck-Poissongleichung

Kraftanteil der diskreten Impulsgleichung
Kraft am Dirichletrand

Reaktionskraft am Dirichletrand

Hutfunktion fiir den i-ten Knoten
Massenmatrix fiir den Dirichletrand
gelumpte Massenmatrix fiir den Dirichletrand
Skalarprodukt der beiden Vektoren a und b

erste partielle Ableitung von a nach x

Gradient von a: R2 - R

Ableitung von a in Richtung der &ufleren Normalen
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Divergenz von u : R? — R?
Laplaceoperator von a : R? — R
Zeitableitung

Kennzeichnung einer lokalen Darstellung
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ANHANG A. ERKLARUNG DER ZEICHEN UND ABKURZUNGEN
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Anhang B

Mass lumping der

Massenmatrix A

Im Normalfall sieht die lokale Massenmatrix A so aus:
[uetine = S u) [ sl

= zi:u(i)/gﬁbl(i)éf)l(j)+¢2(i)¢>2(j)d:r
=: Au

Da diese Matrix in unserem Programm des 6ftern invertiert zum Einsatz kommt,
wird A auf eine einfachere, meist diagonale, Matrix A abgeéindert. Die Methode

dafiir nennt man ,, mass lumping*.

Es gibt mehrere Moglichkeiten dies zu tun. Nach [Felippa 04] gibt es drei Me-
thoden, die der gelumpten Matrix Eigenschaften, wie Symmetrie, positive Defi-
nitheit, Erhaltung der Gesamtmasse und Wiedergabe der Elementsymmetrien

geben sollen:

e Wenn der Testraum gleich dem Ansatzraum ist und die Massenmatrix
durch einen Variationsansatz berechnet wird, nennt sich das Ganze direct

stiffness method und gehort zum variational mass lumping.
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ANHANG B. MASS LUMPING DER MASSENMATRIX A

e Das direct mass lumping entspricht einer Art variational mass lumping,
wobei die Freiheitsgrade vollstdndig anhand des um sie herum befindlichen

Raumes entkoppelt werden.

e Die dritte Methode nennt sich template mass lumping. Bei dieser wird eine
Linearkombination iiber verschiedene approximierte Massenmatrizen A,

gebildet:
k
A= Z i A
i=1

Diese Varianten beziehen sich auf die lokale Massenmatrix, die in unserem Fall
gelumpt so aussieht
A =11,

wobei h der Gitterweite entspricht und I der passenden Identitéitsmatrix.

In [Gresho 98] wird noch eine weitere Moglichkeit des Mass lumping angegeben.
Diese bezieht sich allerdings auf die globale Massenmatrix und wird der direct
stiffness method zugeordnet. Die Matrix soll zu einer Diagonalmatrix approxi-
miert werden, indem man die Eintrige der Diagonalen durch die Summe der
einzelnen Zeilen berechnet (row-summing). Diese Methodik geht unserer Arbeit
voraus. Im Anhang befindet sich ein Beispiel einer solchen globalen gelumpten
Matrix A fiir den 3x3-Fall.
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Anhang C

Beispielmatrizen in ihrer

globalen Darstellung

C.1 Matrizen fiir eine 3x3 Nischenstromung

In diesem Abschnitt werden die bilinearen globalen Matrizen D, A und C(u)
fiir ein 323 Nischenstromungsszenario im ersten Zeitschritt mit der Reynolds-

zahl Re = 1 angegeben.

Da die gelumpte Matrix A lediglich Eintréige auf ihrer Diagonalen besitzt, wer-
den diese hier in einem Vektor dargestellt. Das selbe Ergebnis erhalten wir auch
bei einem 323 Kanal egal ob divergenzfreie oder bilineare Elemente verwendet

werden. Matrix D kann wie folgt dargestellt werden:

_(Di o0
o (). o)

Bei der Matrix C(u) befinden sich im bilinearen Fall lediglich Eintrége in den
Anteilen Zeile 9-16 x Spalte 9-16 und Zeile 25-32 x Spalte 25-32. Dieser Teil der

Matrix wird als C, notiert.

A = ( Al Ar )7 mit
Al = (0.25 0.50502505110.50.5110.50.250.50.5 O.25> , und
A, = (0.25 0.560502505110.505110.50.250.50.5 0.25> .
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ANHANG C. BEISPIELMATRIZEN IN THRER GLOBALEN

DARSTELLUNG
2 1 1 1
2.1 9 0-1-1 000000000 0
1 4 1 1 1 1
~L4 19 1 1.1 09000000 0 0
1 4 1 1 1 1
0-4 41 o-1_1_1 09000000 0
1 1 1 1
00— 1 0 o0-1-1 00000000
1 1 4 1 1 1
~1-1 9 0 4-1 0 0-1-1 00 0 0 0 0
1 1 1 1 8 1 1 1 1
333 0-3 373 0-3-3-3 0 0 0 00
1 1 1 1 8 1 1 1 1
0—-3-3-3 0-3 3-3 0-3-3-3 0 0 0 0
1 1 1 4 1 1
Do | 0 0-F-F 0 0= § 0 0—5-F 0 0 0 0
1 1 4 1 1 1
00 0 0-1-1 00 ¢-1 0 0-1-1 0 0
1 1 1 1 8 1 1 1 1
000 0-3-35-3 0-35 3-35 0-3-35-35 0
1 1 1 1 8 1 1 1 1
0000 0-3-3-3 0-3 3-35 0-3-35-3
1 1 1 4 1 1
00000 0-2-1 0 0-1 4 0 0-%-1
1 1 2 1
000 00O0GO0TO0O-t-1 1010 2-1 90
1 1 1 1 4 1
000 00O0GO0O0-L-1_-1 g1 4. 1
1 1 1 1 4 1
000 00O0GO0T 0 O0-L-1-1 g1 241
1 1 1 2
000 00O0GO0T OO0 O0-1-1 0 0-% 2
—0.041667 0.041667 0 0 —0.041667 0.041667 0 0
—0.041667 0 0.041667 0 —0.041667 0 0.041667 0
0 —0.041667 0 0.041667 0 —0.041667 0 0.041667
c. - 0 0 —0.041667 0.041667 0 0 —0.041667 0.041667
e —0.041667 0.041667 0 0 —0.125 0.125 0 0
—0.041667 0 0.041667 0 —0.125 0 0.125 0
0 —0.041667 0 0.041667 0 —0.125 0 0.125
0 0 —0.041667 0.041667 0 0 —0.125 0.125

C.2 Matrizen fiir einen 3z3 Freien Kanal

In diesem Kapitel werden lediglich die Diffusionsmatrix und die Konvektions-

matrix fiir einen 3z3 freien Kanal angegeben, denn die gelumpte Massenmatrix

entspricht der aus dem vorhergehenden Abschnitt.

C.2.1 Beispiele fiir divergenzfreie Ansatzfunktionen

Als erstes wollen wir die globale Darstellung der Matrizen D und C(u) fiir die

divergenzfreien Ansatzfunktionen angeben. Die Matrix C(u) wird aus Platz-

griinden in ihren linken und rechten Anteil unterteilt

cw = (Ciw) Cr(w) )

und die Matrix D kann wieder, wie in Gleichung C.1 geschrieben werden.
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C.2. MATRIZEN FUR EINEN 3X3 FREIEN KANAL
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ANHANG C. BEISPIELMATRIZEN IN THRER GLOBALEN

DARSTELLUNG
—0.013889 0.041667 0 0 —0.055556  0.027778 0 O 0 000 0 000
—0.013889 0.041667 0 0 —0.027778 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
—0.027778 0.055556 0 0 —0.26389 0.23611 0 0 —0.083333 0.083333 0 0 0 000
0 0.027778 0 0 —0.15278 0.125 0 0 —0.027778 0.027778 0 0 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 —0.083333 0.083333 00 —0.26389 0.23611 0 0 —0.027778 0.055556 0 O
0 000 —0.027778 0.027778 0 0 —0.15278 0.125 0 0 0 0.027778 0 0
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 —0.055556 0.027778 0 0 —0.013889 0.041667 0 O
0 000 0 000 —0.027778 000 —0.013889 0.041667 0 0
0 000 0 000 0 000 0 000
c, = 0 000 0 000 0 000 0 000
0 00 0 —0.041667 0.027778 0 0 0 000 0 000
0 000 0.027778 —0.013889 0 0 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0.041667 —0.055556 0 0 0 000 —0.083333 0.083333 00 0 000
0 0.013889 00 0 000 0.027778 —0.027778 0 O 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0.083333 —0.083333 00 0 000 —0.041667 0.055556 0 0
0 000 —0.027778 0.027778 0 O 0 000 0 —0.013889 0 0
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0.041667 —0.027778 0 0 0 000
0 000 0 000 —0.027778 0.013889 0 0 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
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C.2. MATRIZEN FUR EINEN 3X3 FREIEN KANAL
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ANHANG C. BEISPIELMATRIZEN IN THRER GLOBALEN
DARSTELLUNG

C.2.2 Beispiele fiir bilineare Ansatzfunktionen

Bei den Matrizen fiir den freien Kanal, die aus den bilinearen Ansatzfunktionen
errechnet werden, kann D wieder wie in Gleichung C.1 dargestellt werden und

C(u) wird ebenfalls so eingeteilt:

Cl(u) 0
C(u) = .
0 Cl(u)
—0.037037 0.037037 0 0 —0.037037 0.037037 0 O 0 000 0 000
—0.018519 0.018519 0 0 —0.018519 0.018519 0 O 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
—0.037037 0.037037 0 0 —0.25926 0.25926 0 0 —0.074074 0.074074 0 O 0 000
—0.018519 0.018519 0 0 —0.12963 0.12963 0 0 —0.037037 0.037037 0 O 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
Cc, = 0 000 0 000 0 000 0 000
L= 0 0 00 —0.074074 0.074074 0 0 —0.25926 0.25926 0 0 —0.037037 0.037037 0 O
0 000 —0.037037 0.037037 0 0 —0.12963 0.12963 0 0 —0.018519 0.018519 0 O
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 00 0 —0.037037 0.037037 0 0 —0.037037 0.037037 0 O
0 000 0 000 —0.018519 0.018519 0 0 —0.018519 0.018519 0 O
0 000 0 000 0 000 0 000
0 000 0 000 0 000 0 000
2 1 1 1
2.1 0 0-1=1 0000000000
1 4 1 1 1 1
a1 19 00000000
1 4 1 1 1 1
0-L 41 o-L_1_1 9 0900000 0
1 2 1 1
0 0-r 2 0 0-t-2 00000000
1 1 4 1 1 1
L1l o0 41 0 o0-t-t 000000
1 _1_1 g_1 8_1 _1_1_1
3 3 3 0 3 3 3 0 3 3 3 00 0 00
1 1 1 1 8 1 1 1 1
0-3-3-3 0-3 3-3 0-3-3-3 0 0 00
1 1 1 4 1 1
b, - 0 0—1-1 0 0-L 4 0 0-1-1 00 0 0
1 1 4 1 1 1
000 0-t-2 00 4-2 0 o0-Lt-1 00
1_1_1 ¢_1 8_1 qg_1_1_1
000 0-3-35-3 0-3 3-35 0-3-3-3 0
1 1 1 1 8 1 1 1 1
00 00 0-3-3-3 0-3 3-5 0-3-3-3
1 1 1 4 1 1
00000O0-2%t-%0o0-L 40 0-1-1
1 1 2 1
0000000 O0-t-11002-1 200
1 1 1 1 4 1
0000O0O0TO0TO0O-L:-1-1 oL 4 17
1 1 1 1 4 1
0000O0GO0GO0GO0O0-4-1-1 o1 41
1 1 1 2
000000000 O0-1-1o0 0-12
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Anhang D

Kraft-Tabellen

Die berechnete Kraft, sollte bei divergenzfreien und bilinearen Ansatzfunktio-
nen im gleichen Bereich liegen. Dieser sollte sich in unseren 3z3 und 4x4 Bei-
spielszenarien des freien Kanals in der gleichen Grofle der L2-Norm von der
Geschwindigkeitsdifferenz und der Druckdifferenz jeweiliger Zeitschritte befin-
den. Das Ergebnis darf um 2 Potenzen schwanken. Im stationéren Fall erwarten

wir 0 als Resultat fiir die Kraft.

Die Tabellen D.1 bis D.4 zeigen unsere Ergebnisse fiir beide Ansatzfunktionen
fiir die zwei Kanéle mit dem vollen Einstromprofil zum Zeitschritt 0. Die Tabel-
len D.5 und D.7 zeigen die Ergebnisse fiir die divergenzfreien Ansatzfunktionen
mit dem Aufbau des vollen Einstromprofils iiber zehn Zeitschritte. Da die bili-
nearen Ansatzfunktionen in diesem Fall zu Anfang kaum einen Unterschied zu
den divergenzfreien aufweisen, zeigen wir fiir diese nur den 99ten Zeitschritt fiir

dieses Szenario in den Tabellen D.6 und D.S.
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ANHANG D. KRAFT-TABELLEN

323 freier Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 0 Zeitschritten
Re=1, At = 0.01
Zeitschritt t |\u<"‘;z;‘1‘1::\lL2 Hp(tl\irlri;\I\):HL2 Kraft
0 1 1 ( _73.6667 0 )
1 0.1325 5.7000 (367994 0 )
2 0.0644 0.9005 (183012 0 )
3 0.0317 0.8157 (91935 o)
4 0.0157 0.6844 (45962 0 )
5 0.0078 0.5146 ( ~2.2080 0 )
6 0.0039 0.3416 (11490 o0 )
7 0.0020 0.2033 (05745 0)
8 9.7704 - 10~ 0.1120 ( —0.2872 0 )
9 4.8840 - 104 0.0590 (01436 o0 )
10 2.4417 - 104 0.0303 (—00ms o)
11 1.2208 - 10~ 0.0154 (00359 0 )
12 6.1037- 10~ 0.0077 (00180 o)
13 3.0518 - 105 0.0039 (00090 o)
14 1.5259 - 105 0.0019 (00015 0 )
15 7.6204-1076 | 9.7187.10* (00022 0 )
99 1.7680 - 1018 | 1.8000. 1016 ( 01776 —0.0078 ) 10-13

Tabelle D.1: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir einen
3z3 freien Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen. Das volle Einstromprofil ist
nach dem 0O-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und die Zeitschrittweite
At ist 0.01.
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3x3 freier Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 0 Zeitschritten
Re=1, At = 0.01
Zeitschritt t |\u<"‘;z;‘1‘1::\lL2 Hp(tl\irlri;\I\):HL2 Kraft
0 1 1 ( 737037 0 )
1 0.1325 5.6940 (368210 0 )
2 0.0644 0.9007 (184028 0 )
3 0.0317 0.8161 (91995 o)
4 0.0157 0.6851 (45992 o0 )
5 0.0078 0.5154 ( 22995 0 )
6 0.0039 0.3422 (11497 0 )
7 0.0020 0.2037 (05749 0)
8 9.7704 - 104 0.1123 ( —0.2874 0 )
9 4.8840 - 104 0.0591 (01437 o)
10 2.4417 .10~ 0.0304 (0079 o)
11 1.2208 - 10~ 0.0154 (00359 0 )
12 6.1037- 10~ 0.0077 (00180 o)
13 3.0518 - 105 0.0039 (00090 o)
14 1.5259 - 105 0.0019 (00015 0 )
15 7.6204-1076 | 9.7404 - 10 (00022 0 )
99 8.0257-10-19 | 1.3875-10-16 ( ~0.8882 —0.0056 ) 1014

Tabelle D.2: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir einen
3z3 freien Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen. Das volle Einstromprofil ist nach
dem 0-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und die Zeitschrittweite At
ist 0.01.
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ANHANG D. KRAFT-TABELLEN

4z4 freier Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 0 Zeitschritten
Re=1, At = 0.005
Zeitschritt t Hu(til):u(t)HL? Hp(til):p(t)HL? Kraft
O, 01,

0 1 1 ( 581420 0 )
1 0.1169 76865 | (200191 0 )
2 0.0574 0.8517 ( ~14.4839 0 )
3 0.0288 0.7375 ( 72231 0 )
4 0.0150 0579 | (35948 0 )
5 0.0086 04039 | (17814 0 )
6 0.0059 02510 | (08752 0 )
7 0.0048 01434 | (04225 0)
8 0.0043 0.0782 ( ~0.1965 0 )
9 0.0040 0.0419 | (00839 0 )
10 0.0038 00227 | ( ~0.0280 0 )
11 0.0036 0.0128 ( 0.3885-10~% 0 )
12 0.0034 0.0078 (‘00130 o)
13 0.0032 0.0052 ( 0.0194 0 )
14 0.0030 0.0039 (00222 0)
15 0.0029 0.0032 (00233 o)
99 8.3057-107° | 4.9317-10° ((0.0014 0 )

Tabelle D.3: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir einen
4zx4 freien Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen. Das volle Einstromprofil ist
nach dem 0O-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und die Zeitschrittweite
At ist 0.005.
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4x4 freier Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 0 Zeitschritten
Re=1, At = 0.005
Zeitschritt t Hu(tl];z;ﬁ:m"‘ Hp(tl];i;ﬁ::”“ Kraft

0 1 1 ( 581632 0 )
1 0.1168 7.6777 | (~20.0302 0 )
2 0.0574 0.8521 ( ~14.4887 0 )
3 0.0287 0.7382 | (72245 0 )
4 0.0149 05303 | ( 35943 0 )
5 0.0084 0.4044 ( ~1.7801 0 )
6 0.0056 0.2513 | (08735 0 )
7 0.0046 01435 | (04207 0 )
8 0.0041 0.0782 ( ~0.1947 0 )
9 0.0038 0.0419 | (00821 0 )
10 0.0036 0.0227 | (00262 0 )
11 0.0035 0.0127 | (00014 0 )
12 0.0033 0.0077 | (00148 0)
13 0.0031 0.0051 | (00212 0 )
14 0.0030 0.0038 | (00240 0)
15 0.0028 0.0031 | (00250 0 )
99 1147010+ [ 5198410 | (0.0020 0 )

Tabelle D.4: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir einen
4zx4 freien Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen. Das volle Einstréomprofil ist nach
dem 0-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und die Zeitschrittweite At
ist 0.005.
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ANHANG D. KRAFT-TABELLEN

323 freier Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 10 Zeitschritten
Re=1, At =0.01
Zeitschritt t |\u<"‘;z;‘1‘1::\lL2 Hp(tl\irlri;\I\):HL2 Kraft
0 NaN NaN ( 74.0686 0 )
1 1 1 ( _81.4611 0 )
2 0.5125 0.1339 (851448 0 )
3 0.3457 0.0661 ( 86.9747 0 )
4 0.2600 0.0351 ((-s7sm81 0)
5 0.2078 0.0204 ( 88.3186 0 )
6 0.1726 0.0133 ((-ss52m9 0 )
7 0.1475 0.0099 (-ss6216 0 )
8 0.1287 0.0082 ( 88.6575 0 )
9 0.1141 0.0074 (886646 0 )
10 0.1024 0.0070 (146072 0 )
11 0.0253 2.6814 ( 73473 0 )
12 0.0126 0.6325 (36733 o)
13 0.0063 0.4569 ( 1.8366 0 )
14 0.0031 0.2919 (09183 o)
15 0.0016 0.1688 (04501 0 )
99 1.8836 - 1018 | 3.3148 - 10716 ( —0.3908 —0.0013 ) 10713

Tabelle D.5: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir einen
3z3 freien Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen. Das volle Einstromprofil ist
nach dem 10-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und die Zeitschrittweite
At ist 0.01.
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323 freier Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 10 Zeitschritten
Re=1, At=0.01

.- D@, | 15" VsV,
Zeitschritt t a1, RIS Kraft
99 1.4468 - 10-18 | 3.3077-10-16 ( —0.1954  0.0022 ) 1013

Tabelle D.6: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir den
99ten Zeitschritt eines 3x3 freien Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen. Das volle
Einstromprofil ist nach dem 10-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und
die Zeitschrittweite At ist 0.01.
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ANHANG D. KRAFT-TABELLEN

4z4 freier Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 10 Zeitschritten
Re=1, At = 0.005
Zeitschritt t Hu(tl];z;ﬁ:m"‘ Hp(tl];i;ﬁ::”“ Kraft

0 NaN NaN ( 82,0256 0 )
1 1 1 ( —87.8690 0 )
2 0.5096 0.1059 ( ~90.7769 0 )
3 0.3429 0.0543 ( —92.2172 0 )
4 0.2578 0.0303 | (929230 0 )
5 0.2061 0.0188 | (932630 0 )
6 0.1714 0.0133 | ( 934203 0 )
7 0.1466 0.0106 | ( ~93.4847 0 )
8 0.1280 0.0092 ( 93.5029 0 )
9 0.1135 0.0085 | ( ~93.4978 0 )
10 0.1020 0.0081 | ( —115602 0 )
11 0.0230 3.1954 ( _5.7675 0 )
12 0.0121 0.5246 ( —2.8681 0 )
13 0.0071 0.3518 ( ~1.4190 0 )
14 0.0050 02119 | (06949 0 )
15 0.0042 0.1187 ( 03332 0 )
99 1020110~ | 6.2430-10° | (0.0018 0 )

Tabelle D.7: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir einen
4zx4 freien Kanal mit divergenzfreien Ansatzfunktionen. Das volle Einstromprofil ist
nach dem 10-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und die Zeitschrittweite
At ist 0.005.

110



4x4 freier Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen
volles Einstromprofil nach 10 Zeitschritten
Re=1, At =0.005

- ) “u<t—1)7u(t)||L2 |‘p(t—1>,p(t>‘|L2
Zeitschritt t WO, Rl Kraft
99 1.3463 - 10~ 6.6471-107° ( 0.0033 0 )

Tabelle D.8: Kraftmessungen und L2-Norm von Geschwindigkeit und Druck fiir den
99ten Zeitschritt eines 4x4 freien Kanal mit bilinearen Ansatzfunktionen. Das volle
Einstromprofil ist nach dem O-ten Zeitschritt erreicht, die Reynolds-Zahl Re ist 1 und
die Zeitschrittweite At ist 0.005.
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